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AVERTISSEMENT. 


Oxa déjà plusieurs Traités de Mécanique, ‘mais le plan 
de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé de 
réduire la théorie de cette Science, et l’art de résoudre 
les problèmes qui sy rapportent, à des formules géné- 
` rales, dont le simple développement donne toutes les 
équations nécessaires pour la solution de chaque problème. 

Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité; il réunira 
et présentera sous un même point de vue, les différens 
principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des 
questions de Mécanique, en montrera la liaison et la dé- 
pendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur 
justesse et de leur étendue. 

Je le divise en deux Parties; la Statique ou la Théorie 
de l’Équilibre, et la Dynamique ou la Théorie du Mou- 
vement; et dans chacune de ces Parties, je traite sépa- 
rément des Corps solides et des Fluides. 

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. 
Les méthodes que j’y expose ne demandent ni construc- 
tions, ni raisonnemens géométriques ou mécaniques, mais 
seulement des opérations älgébriques, assujéties à une 
marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment Analyse, 
verront âvec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle 
branche, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le 
domaine. 


Tel est le plan que j'avais tâché de remplir dans la 
Méc. anal. Tome I. b 
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première édition de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci 
est à plusieurs égards un Ouvrage nouveau sur le même 
plan, mais plus ample. On a donné plus de développe- 
ment aux principes et aux formules générales, et plus 
détendue aux applications, dans lesquelles on trouvera 
la solution des principaux problèmes qui sont du ressort 
de la Mécanique. 


On a conservé la notation ordinaire du Calcul différen- 
tiel, parce qu’elle répond au système des infiniment petits, 
adopté dans ce Traité. Lorsqu'on a bien conçu l'esprit de 
ce système, et qu’on s’est convaincu de l'exactitude deses 
résultats par la méthode géométrique des premières et 
dernièrès raisons, ou par la méthode analytique des fonc- 
tions dérivées, on peut employer les infiniment petits 
comme un instrument sûr et commode pour abréger et 
simplifier les démonstrations. C’est ainsi qu'on abrège 
les démonstrations des Anciens, par la méthode des 
indivisibles. i 

Nousallonsindiquer les principales augmentations qui 
distinguent cette édition de la précédente. La première 
Section de la première Partie contient une analyse plus 
complète des trois principes de la Statique, avec des 
remarques nouvelles sur la nature et la liaison de, ces 
principes; elle est terminée par une démonstration 
directe du principe des vitesses virtuelles, et tout-à-fait 
indépendante des deux autres principes. Dans la seconde 
Section, on démontre d’une manière plus rigoureuse 
que le principe des vitesses virtuelles pour un nombre 
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quelconque de forces en équilibre, peut se déduire du 
cas où il n’y a que deux forces, ce qui ramène direc- 
tement ce principe à celui du levier; on réduit à une 
forme plus générale les équations qui résultent de ce 
principe, et l’on donne les conditions nécessaires pour 
qu’un système de forces soit équivalent à un autre sys- 
tème de forces, et puisse le remplacer. Dans la troisième 
Section, on établit d'une manière plus directe les for- 
mules des mouyemens instantanés de rotation , et de la 
composition de ces mouvemens, et on en déduit la 
théorie des momens et de leur composition ; on y expose: 
une propriété peu connue du centre de gravité, et on 
donne une nouvelle démonstration des maxima et minima 
qui ont lieu dans l’état d'équilibre, La quatrième Sectiom 
contient des formules plus générales et plus simples pour 
la solution des, problèmes qui dépendent de la méthode 
des variations; et par la comparaison de ces formules avec 
celles.de l’équilibre des corps de figure variable, on y 
montre, comment les questions relatives à leur équilibre 
rentrent dans la classe de celles qui sont connues sous 
le nom de problème général: des isopérimètres , et se ré- 
solvent de la même manière. La cinquième Section offre 
. quelques problèmes nouveaux et des remarques impor- 
tantes sur quelques-unes des solutions déjà données dans 
la première édition. Dans la sixième Séction, on a ajouté 
quelques détails à l’analyse historique des principes de 
l’'Hydrostatique. On a donné, dans la septième Section, 
plus de rigueur et de généralité au calcul'des varia- 
tions: des molécules d’un fluide, et on a rendu beau: 
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coup plus simple l'analyse des termes qui se rapportent 
aux limites de la masse fluide; on a déduit de ces 
termes la théorie de l’action dés fluides sur les solides 
qu'ils recouvrent, ou sur les parois des vases qui les 
renferment, et on en a tiré une démonstration directe 
de ce théorème que , dans l'équilibre d’un solide avec 
un fluide, les forces qui agissent sur le solide sont les 
mêmes que si le fluide ne formait qu’une seule masse 
avec lé solide. On a ajouté aussi, tant dans cette Section 
que dans la suivante qui traite de l'équilibre des fluides 
élastiques, quelques applications des formules générales 
de l'équilibre des fluides. 

La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, 
offre un plus grand nombre d’augmentations. Dans la 
première Section on à rendu plus complète et plus 
exacte dans quelques points l'analyse historique des prin- 
cipes de la Dynamique. Il y a dans la seconde Section une 
addition importante, où l’on montre dans quels cas la for- 
mule générale de la Dynamique, et par conséquent aussi 
les équations qui en résultent ‘pour le mouvement d'un 
système de corps, sont indépendantes dé la position 
des axes des coordonnées dans l’espace , ce qui donne 
le moyen de compléter une solution-où'l’on aurait sup- 
posées nulles quelques constantes; par l'introduction de 
trois nouvelles constantes arbitraires. Dans la troisième 
Section on a donné plus d'extension aux propriétés rela- 
tives au mouvement du centré de gravité et aux aires 
décrites par un système de corps; on y a ajouté la théorie 
des axes principaux ou de rotation uniforme, déduite de 
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la considération des mouvemens instantanés de rotation, 
par une analyse différente .de celle qu’on y avait em- 
ployée j jusqu'ici; et on y démontre quelques théorèmes 
nouveaux-sur (la rotation d’un-corps solide où d’un sys? 
tème de corps, lorsqu'elle dépend d'une impulsion pri- 
mitive. La quatrième Séction est à à peu de chose près 
ła même que dans'lä première édition ; mais la cinquième 
Section est entièrement nouvelle; elle erfseeng la théorie 
de la variation des constantes arbitraires, , qui a fait l’objet 
de trois Mémoires iniprimés parmi ceux de la première 
Classe de l’Institut; pour l'année 1808, mais présentée 
d’une manière plus simple et comme une méthode géné- 
rale approximation pour tous les problèmes de méca- 
nique, „où il ya, des forces perturbatrices peu considé- 
rables par rapport aux forces principales. y earan] 
Nous observerons ici ¿pòur donner ‘à cette théorie 
toute l'étendue. dont elle ,est susceptible, que la fonc- 
tion V, qui dépend des forces principales; ne peut être 
qu’une fonction, exacte des seules :variables indépen- 
dantes£, 4, o, etc., et du tempst,mais qu'il n’est pas né- 
cessaire que la fonction désignée: par Q, et qui dépend 
des. forces perturbatrices, soit aussi de la même nature, 
Quelles que soient ces forces, sion les décompose ; pour 
chaque corps m du systèmes en trois X, Y, Zi} suivant 
les coordonnées x, y, #, ettendantes à les augmenter, il 
n’y aura qu’à réduire ces coordonnées en fonctions des 
variables indépendantes č, Ÿ, ®, etc., et on pourra 


substituer à la place des différences partielles D D etc. 
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les sommes respectives 


sm (XEY HZD SMXT + yape , etc. 
et par conséquent à la place de À.Q, la quantité: 
Sh (Xat + YAy + ZAz); 
où la caractéristique A se rapporte, aux constantes'arbi- 
traires; de sorte qu’on pourra changer ge en 
| SRE VE HZI 

et ainsi date différences pr ‘dé a. De cétte 
manière , là méthode sera applicable à des forces per- 
turbatrices représentées par des variables quelconques. 

Enfin la sixième Section , qui est la dernièrebde ce 
volume, et qui répond au paragraphe premier de la 
cinquième Section de l’édition précédente , est aug- 
mentée de différentes remarques, et surtout de ja so- 
lution de quelques problèmes sur les oscillations  très- 
petites des corps; elle est terminée par la théorie des 
cordes vibrantes, que j’avais donnée dans:le premier 
volume des Mémoires de Turin, et qui est présentée 
ici d’une manière plus simple et à l’abri des objections 


que. d’Alembert avait faites contre cette théorie , dans 
le premier volume de ses 'Opüseules.” 
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SECTION PREMIÈRE. 
Sur les différens Principes de la Statique. 


La Statique est la science de l'équilibre des forces. On entend 
en général par force où puissance la cause, quelle qu’elle soit, qui 
imprime où tend à imprimer du mouvement au corps auquel on 
la suppose appliquée; et c’est aussi par la quantité du mouvement 
imprimé, ou prêt à imprimer, que la force ou puissance doit s'es- 
timer, Dans l'état d'équilibre la force n’a pas d'exercice actuel; elle 
ne produit qu'une simple tendance au mouvement; mais on doit 
toujours la mesurer par l'effet qu’elle produirait si elle n’était pas 
arrêtée. En prenant une force quelconque, ou son effèt pour l'unité, 
l'expression de touteautre force n’est plus qu’un rapport, une quantité 
mathématique qui peut être représentée par des nombres ou des 


lignes; c’est sous ce point de vue que Pon doit considérer les forces 
dans la Mécanique. 
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L'équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se 
combattent et qui anéantissent réciproquement l’action qu’elles 
exercent les unes sur les autres; et le but de la Statique est de 
donner les lois suivant lesquelles cette destruction s'opère. Ces lois 
sont fondées sur des principes généraux qu'on peut réduire à trois; 
celui du Zevier, celui de la composition des forces, et celui des vi- 


tesses virtuelles. 


1. Archimède, le seul parmi les Anciens qui nous ait laissé une 
théorie de l'équitibre, dans ses deux Livres de Æquiponderan- 
tibus, où de Planorum æquilibriis, est auteur du principe du le- 
vier, lequel consiste, comme le savent tous les mécaniciens , en 
ce que si un levier droit est chargé de deux poids quelconques placés 
de part et d’autre du point d'appui, à des distances de ce point ré- 
ciproquement proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en 
équilibre, et son appui sera chargé de la somme des deux poids. 
Archimède prend ce principe, dans le cas des ‘poids égaux placés 
à des distances égales du point d'appui, pour un axiome de Méca- 
nique évident de soi-même, ou du moins pour ‘un principe d’expé- 
rience; et il ramène à ce cas simple et primitif celui des poids 
inégaux, en -imaginant ces poids lorsqu'ils sont commensurables , 
divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, et ‘en suppo- 
sant que les parties de chaque poids soient séparées et transportées 
de part et d'autre sur le même levier, à des distances égales, en+ 
sorte-que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids égaux 
et placés à distances égales autour du point d'appui. Ensuite il dé~ 
montrela vérité du même theorème pour les poids incommensurables, 
à Paide de la méthode :d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne saurait 
y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils. ne soient en rai- 
son inverse de leurs distances au point d'appui. 

Quelques auteurs modernes, comme -Stevin dans sa Stalique , et 
Galilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démons- 
tration d’'Archimède plus simple, en supposant que les poids atta- 
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chés au levier soient deux parallélépipèdes horizontaux pendus par 
leur milieu, et dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais 
dont les longueurs soient doubles des bras de levier qui leur 
répondent inversement. Car de cette manière les deux paral- 
lélépipèdes sont en raison inverse de leurs bras de levier, et 
en même temps ils se trouvent placés bout-à-bout, ensorte qu'ils 
wen forment plus qu'un seul dont le point du milieu répond pré- 
cisément au point d'appui du levier. Archimède avait déjà employé 
une considération semblable pour déterminer le centre de gravité 
d’une grandeur composée de deux surfaces paraboliques, dans la 
première proposition du second Livre de l’Équilibre des plans. 

D’autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans 
la démonstration d’Archimède, et ils l'ont tournée de différentes 
façons, pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu’en 
altérant la simplicité de cette démonstration, ils n’y ont presque 
rien ajouté du côté de l'exactitude. 

Cependant parmi ceux qui ont cherché à suppléer à la démons- 
tration d’Archimède, sur l'équilibre du levier, on doit distinguer 
Huyghens, dont on a un petit écrit intitulé Démonstratio æquili- 
brii bilancis, et imprimé en 1695, dans le Recueil des anciens 
Mémoires de l’Académie des Sciences. 

Huyghens observe qu’Archimède suppose tacitement que si plu- 
sieurs poids égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distances 
égales les uns des autres, ils exercent la même force pour incliner 
le levier, soit qu'ils se trouvent tous du même côté du point d'appui, 
soit qu’ils soient les uns d’un côté et les autres de Pautre côté du 
point d'appui; et pour éviter cette supposition précaire, au lieu 
de distribuer, comme Archimède, les parties aliquotes des deux poids 
Commensurables sur le même levier, de part et d'autre des points 
où les poids entiers sont censés appliqués , il les distribue de la même 
manière, mais sur deux autres leviers horizontaux et placés per- 
Pendiculairement aux extrémités du levier principal, en forme 
de T; de cette manière, on a un plan horizontal chargé de plu- 
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sieurs poids égaux, et qui est évidemment en équilibre sur la ligne 
du premier levier, parce que les poids se trouvent distribués éga- 
lement et symétriquement des deux côtés de cette ligne; mais 
Huyghens démontre que ce plan est aussi en équilibre sur, une 
droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier 
primitif en. parties réciproquement proportionnelles aux poids dont 
il est supposé chargé, parce qu'il fait voir que les petits poids se 
trouvent aussi placés à distances égales de part et d'autre de la 
même droite: d’où il conclut que le plan, et: par conséquent le levier 
proposé doit être en équilibre sur le même point. 

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas.en- 
tièrement à ce qu’on peut en effet desirer dans celle d’Archimède. 


2. L'équilibre un levier droit et horizontal, dont les extrémités 
sont chargées de poids égaux, et dont le point ďappui est au mi- 
lieu du levier, est une vérité évidente par elle-même, parce qu'il 
n’y a pas de raison pour que lun des poids Pemporte sur Pautre , 
tout étant égal de part et d'autre du point d'appui. Il n’en est pas 
de même de la supposition que la charge de l'appui soit égale à la 
somme des deux poids. Il paraît que tous les mécaniciens lont 
prise comme un résultat de Pexpérience journalière, qui apprend 
que le poids d’un corps ne dépend que de sa masse totale, et 
nullement de sa figure (*). On peut néanmoins déduire cette vérité 
de la première, en considérant, comme Huyghens, l'équilibre d'un 
plan sur une ligne. 

Pour cela, il n’y a qu’à imaginer un plan triangulaire chargé de 
deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d’un poids 


(*) D’Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché à démontrer cette 
proposition; mais la démonstration qu'il en a donnée dans les Mémoires de l'Acadé- 
mie des Sciences de 1769, n’est pas entièrement satisfaisante. Celle que M. Fourier a 
donnée depuis dans le’ cinquième cahier .du Journal de l'École Polytechnique , 
est rigoureuse et très-ingénieuse ; mais elle n’ést pas tirée de la nature du levier, 
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double à:son sommet, Ce plan sera évidemment en équilibre, étant 
appuyé sur ‘une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu 
des deux côtés du triangle; car on peut regarder chacun de ces 
côtés comme un levier chargé dans ses deux extrémités de deux 
poids égaux, et qui a son:pointd’appui sur laxe qui passe par son 
milieu. Maintenant on peut envisager cet équilibre d’une autre ma- 
nière, en regardant la base même: du triangle comme, un levier 
dont les extrémités sont chargées de deux: poids égaux; et en 
imaginant un levier transversal qui, joigne le sommet du triangle 
et le milieu de sa base en forme de T,et dont une des extrémités 
soit chargée du poids double placé au sommet, et Pautre serve de point 
d'appui au levier. qui forme la base. Il est évident que ce dernier 
levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le soutient dans 
son milieu, et que celui-ci sera par conséquent en, équilibre sur 
l'axe sur lequel le plan est déjà en équilibre. Or comme l'axe passe 
par le milieu des deux côtés du triangle, il passera aussi nécessai- 
rement par; le milieu de la droite menée du sommet du triangle. 
au milieu de sa base; donc le levier transversal aura son point, 
d'appui dans le point de milieu, et devra par conséquent être chargé 
également aux deux bouts. Donc la charge -que supporte le point 
d'appui du levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à 
ses deux extrémités de poids égaux, sera égale au poids double du 
sommet, et par conséquent égale à la somme des deux poids. 

Si, au lieu dun triangle, on considérait un trapèze chargé à 
ses quatre angles de quatre poids égaux, on trouverait de la même 
manicre, que les deux leviers de longueurs inégales., formant les 
côtés parallèles du trapèze, exercent sur leurs points d'appui des 
forces égales. 


5. Cette proposition une fois établie, il est clair qu’on peut , ainsi 
qu'Archimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un 
levier, deux poids égaux chacun à la moitié de ce poids, et placés 
sur le‘même levier, à distances égales de part et d'autre du point 
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où le poids est attaché. Car l’action de ce poids est la même que 
celle d’un levier suspendu par son milieu au même point, et chargé 
_ à'ses deux bouts, de deux poids égaux chacun à la moitié du même 
poids, èt il est évident que rien n’empêche d'approcher ce dernier 
lévier du premier, dé manière qu'il en fasse partie; ou bien, ce 
qui est peut-être plus rigoureux, il n’y a qu'à regarder ce dernier 
levier comme étant tenu en équilibre par une force appliquée à 
son point de milieu, dirigée de bas en haut ét égalé au poids dont 
les deax mbitiés sont censées appliquées à ses extrémités; alors en 
appliquant ce levier en équilibre, sur le prémier léviér qui est sup- 
posé en équilibré sur son point d'appui, l'équilibre total subsistera 
toujours, et si l'application se fait de manière que le milieu du se- 
cond levier Coincidé avec l'extrémité d’un des bras du premier levier, 
la forcé qui soutient le second levier pourra être censée appliquée 
au poids même dont ce bras est chargé, et qui, étant soutenu, maura 
plus d'action sur le levier, mais së trouvera ainsi remplacé par deux 
poids égaux chacun à sa moitié et placé de part et d'autre de ce poids 
sur lè premier levier prolongé. Cette superposition d’équilibres est 
en Mécanique un principe aussi fécond que est en Géométrie la 
superposition des figures. 


4. On peut donc regarder l'équilibre d'un levier droit et hori- 
zontal chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au 
point d'appui du levier, comme une vérité rigoureusement démon- 
trée; et par le principé de la superposition,- il est facile de Pétendre 
à un levier angulaire quelconque, dont le point d'appui serait dans 
Vanglé, et dont les bras seraient tirés en sens contraire par des 
forces perpendiculaires à leurs directions. En effet, il est évident 
qu'un levier angulaire à bras égaux , et mobile autour du sommet 
de l'angle, sera tenu en équilibre par deux forces égales appliquées 
perpendiculairement aux extrémites des deux bras, et tendantes à 
les faire tourner en sens contraire. Si donc on à un levier droit 
en équilibre, dont l’un des bras soit égal à ceux du levier angulaire, 
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ct soit chargé à son extrémité d'un poids équivalent à chacune des 
puissances appliquées au levier angulaire , Pautre bras étant chargé 
du poids nécessaire pour l’équilibrez:et qu'on superpose ces leviers 
de manière que le. sommet de Vangle de, lun tombe sunle point 
d'appui de l’autre , et que les bras égaux dé Pun et de Pautre coin- 
cident et n’en forment plus qu’un: la puissance appliquée au bras 
du Jevier angulaire, soutiendra le poids suspendu au bras égal du 
levier droit, de manière qu’on pourra faire abstraction de Puniet de 
Pautre, et supposer le bras formé de laréunion de ces deux-cianéanti. 
L'équilibre subsistera donc encore entre les deux autres bras for- 
mant un levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces per- 
-pendiculaires ; et en raison inverse de Ja longueur des Dre comme 
dans le levier droit, 4:49, iio nb 9Ù W 
Or-une fonce peut. être censée Ge appliquél ? a tel poin que Ton veut 

de sa direction. Donc deux forces appliquées à des points-quel- 
conques d'un plan:retenu-par run point fixe, et dirigées comme on 
voudra dans -ce plan, sont en équilibre lorsqu’ellés sont-entreelles 
en raison inverse des perpendiculaires abaissées, de ce point: sur 
leurs directions ; car on peut regarder ces perpendiculaires. coriime 
formant un levier angulaire dont le point d'appui est le point fixe 
du, plan : c'est ce qu'on appelle maintenant le principe: des momens , 
€n; entendant par moment le produit d'une force par le ‘bras du 
devier fpar lequel elle-agits 414240 ue 20e ja 
Ce principe général suffit our: naniii tous, sis problèmes 
dela, Statique. La considération: du treuil l'avait fait apercevoir 
dès les- premiers pas que lona faits après Archimède, dans la 
théorie des machines simples, comme onle voit par l'ouvrage du 
Guide Ubaldi ;:intitulé Mecanicorum) diber, qui-a paru à ‚Pesaro , 
en 1577 ; mais cet auteur n’a pas: sù l'appliquer au plan incliné, 
ni aux-autres machines:qui:en. dépendent, comme le coin et la vis 
dont il wa donné qu’une théorie peu exacte. 


5. Le rapport de la puissance aù poids sur un. plan ‘incliné a été 


` 
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:lóng-temps un!problème parmi les Mécaniciens modernes. Steyin 
Ja: résolu le premier ; mais sa ‘solution est fondée sur une consi- 
-dération indirecte et indépendante deila théorie du levier. 


Stevinrconsidère un triangle solide posé 'sur sa base horizontale, 
ensorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés ; et il imagine 
qu'un chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés à des dis- 
tancés égalés:;:ou plutôt une chaine d’égale grosseur soit placée sur 
les deux côtés dence triangle; dé manière que toute la partie supé- 
rieurese trouve appliquée äux deux côtés du triangle, èt que Ja 
partie inférieure pende librement au-dessous de la base, comme si 
elle était attachée aux deux extrémités de cette base. 

1 Or Stevin remarque qu’en supposant que la chaîne puisse glisser 
librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos ; 
car’ si élle commençait: à glisser d'elle-même dans un sens, elle 
devrait continuer à-glissér toujours , puisque la même cause de 
mouvement subsisterait, la chaîne se trouvant, à cause de l'uniformité 
délses parties, placée! toujours de la même manière sur le triangle, 
d'ourésulterait un mouvement ‘perpétuel, ce qui est absurde. 
lip a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties ‘de 
la chaîne; orion peut regarder la portion qui pend au-dessous de 
la base; comme étant déjà en équilibre d’ellemêmé; donc il faut que 
Peflort de tous les poids appuyés sur lun destcôtés, contrébalance 
l'effort des poids appuyés sur l’autre côté; mais la somme des uns 
est à la somme des autres, dans lemémérrapport que les longueurs 
des côtés sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la 
même puissance pour soutenir un’ou plusieurs poids placés “sur un 
plan incliné; lorsque le poids total sera proportionnel à la longueur 
du plañ, en supposant la hauteur: la même; mais quand le plan est 
vertical: la puissance est égale au poids; donc , dans tout plan in- 
cliné, la puissance est au poids comme la huun du plan à sa 
HAE 9 i 

J'ai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu’elle est 

trés-ingénieuse ; et qu'elle est d’ailleurs peu connue. Au reste, Stevin 

déduit 
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déduit de cette théorie celle de l'équilibre entré trois puissances qui 
agissent sur un même point, et il trouve que cet équilibre a lieu 
lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux trois 
côtés dun triangle rectiligne quelconque. Voyez les Elémens de 
Statique et les Additions à la Statique de cet auteur, dans les 
Hypomnemata Mathematica , imprimés à Leyde, en 1605, et dans 
les Œuvres de Stevin, traduites en français, et imprimées en 1654, 
par les Elzevirs. Mais on doit observer que ce théorème fondamental 
de la Statique, quoiqu'il soit communément attribué à Stevin, n’a 
cependant été démontré par cet auteur, que dans le cas où 
les directions de deux des puissances font entre elles un angle 
droit. | 

Stevin remarque avec raison qu'un poids appuyé sur un plan 
incliné et retenu par une puissance parallèle au plan, est dans le 
même cas que s’il était soutenu par deux fils, Pun perpendiculaire 
et l’autre parallèle au plan; et par sa théorie du plan incliné, il 
trouve que le rapport du poids à la puissance parallèle au plan ; 
est comme l’hypoténuse à la base d’un triangle rectangle formé sur 
le plan par deux droites, Pune verticale et l’autre perpendiculaire 
au plan, Stevin se contente ensuite d'étendre cette proportion au 
cas où le fil qui retient le poids sur le plan incliné serait aussi 
incliné à ce plan, en construisant un triangle analogue avec les 
mêmes lignes, l'une erticale, l'autre perpendiculaire au plan, et en. 
prenant la base dans la direction du fil; mais il faudrait pour cela 
qu'il eût démontré que la même proportion a lieu dans l'équilibre 
d'un poids soutenu sur un plan. incliné par une puissance. oblique 
au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la considération de la 
chaîne. imaginée par Stevin, 


6. Dans les Mécaniques de Galilée, pübliées d’abord en français 
par le père Mersenne ien: 1654; l'équilibre sur un plan incliné est 
réduit à celui d'un levier angulaire à deux bras égaux, dont Pun 
est supposé perpendiculaire au plan, et chargé du poids appuy é 

Méc. anal. Tome I, ' 2 
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sur le plan, et dont l’autre est horizontal et chargé d’un poids équi- 
valant à la puissance nécessaire pour retenir le poids sur le plan ; 
cet équilibre est ensuite réduit à celui d’un levier droit ét horizon- 
tal, en regardant le poids attaché au bras incliné, comme suspendu 
à un bras horizontal formant un levier droit avec le bras horizontal 
du levier angulaire. Ainsi le poids est à la puissance qui le soutient 
sur le plan incliné, en raison inverse de ces deux bras du levier 
droit, et il est facile de prouver que ces bras sont entre eux comme 
la hauteur du plan à sa longueur. 

On peut dire que c’est là la première démonstration directe qu’on 
ait eue de léquilibre sur un plan incliné. Galilée s’en est servi de- 
puis pour démontrer rigoureusement l'égalité des vitesses acquises par 
les corps pesans, en descendant d’une même hauteur sur des plans 
diversement inclinés, égalité qu'il s’était contenté de supposer dans. 
Ja première édition de ses Dialogues. 

Il eùt été facile à Galilée de résoudre aussi le cas où la: puis- 
sance qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais 
ce nouveau pas n’a été fait que quelque temps après, par Roberval, 
dans un Traité de Mécanique imprimé en 1656, dans l'ÆZarmonie 
universelle de Mersenne. 


7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné 
comme attaché au bras d’un levier perpendiculaire au plan, et il 
considère la puissance comme une force appliquée au même bras, 
suivant une direction donnée; il a ainsi un levier à un seul bras, 
dont une extrémité est fixe, et dont l’autre extrémité est tirée par 
deux forces, celle du poids et celle de la puissance qui le retient; 
il substitue ensuite à ce levier un levier angulaire à deux bras per- 
pendiculaires aux directions des deux forces et ayant le même point 
fixe pour point d'appui, et il suppose les deux forces appliquées aux 
bras de ce lévier suivant leurs propres directions, ce qui lui donne 
pour l'équilibre le rapport du poids à la puissance, en raison inverse 
des deux bras du levier angulaire, c’est-à-dire des perpendiculaires 
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menées du point fixe sur les directions du poids et de la puissance. 

De là Roberval déduit l'équilibre d’un poids soutenu par deux 
cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au 
levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d'appui 
du levier, et à la puissance une autre corde tirée par une force 
dans la direction de cette puissance; et par différentes constructions 
et analogies un peu compliquées, il parvient à cette conclusion, que 
si de quelque point pris dans la verticale du poids, on mène une 
parallèle à l’une des cordes, jusqu’à la rencontre de l’autre corde, 
le triangle formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux 
puissances qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui 
est, comme lon voit, le théorème donné par Stevin. 

Jai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval, 
non-seulement parce que c’est la première démonstration rigou- 
reuse qu’on ait eue du théorème de Stevin , mais encore parce qu’elle 
est restée dans l’oubli dans un Traité d'Harmonie assez rare aujour- 
dhui, où personne ne s’avise de la chercher. Au reste, je ne suis 
entré dans ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que 
pour faire plaisir à ceux qui aiment à suivre la marche de Pesprit 
dans les sciences, et à connaître les routes que les inventeurs ont 
tenues, et les routes plus directes qu'ils auraient pu tenir. 


8. Les Traités de Statique qui ont paru après celui de Roberval, 
jusqu'à l'époque de la découverte de là composition des forces , 
n'ont rien ajouté à cette partie de la Mécanique; on ny trouve que 
les propriétés déjà connues du levier et du plan incliné et leur ap- 
plication aux autres machines simples; encore y en a-t-il quelques-uns 
qui renferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur 
l'équilibre des solides, où il donne une proportion fausse du poids 
à la puissance qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas 
ici de Descartes, de Torricelli et de Wallis, parce qu'ils ont adopté 
pour l’équilibre un principe qui se rapporte à celui des vitesses vir- 
tuelles, et dont ils n'avaient pas la démonstration. 


a 
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9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de Ta 
composition des forces. Il est fondé sur cette supposition, que si 
deux forces agissent à la fois sur un corps suivant différentes di- 
rections, ces forces équivalent alors à une force unique, capable 
d'imprimer au corps le même mouvement que lui donneraient les 
deux forces agissant séparément. Or un corps qu’on fait mouvoir 
uniformément suivant deux directions différentes à la fois, parcourt 
nécessairement la diagonale du parallélogramme dont ileüt parcouru 
séparément les côtés en vertu de chacun des deux mouvemens. D'où 
Fon conclut que deux puissances quelconques qui agissent ensemble 
sur un même corps, sont équivalentes à une seule représentée dans 
sa quantité et sa direction, par la diagonale du parallélogramme 
dont les côtés représentent en particulier les quantités et les direc- 
tions des deux puissances données. C’est en, quoi consiste le prin- 
cipe qu’on nomme Za: composition des forces. 

Ce principe suffit seul pour déterminer les lois de l'équilibre dans 
tous les cas; car en composant ainsi successivement toutes les forces 
deux à deux, on doit parvenir à une force unique qui sera équi 
valente à toutes ces forces, et’ qui par conséquent: devra: être nulle 
dans le cas d'équilibre , s’il n’y a dans le système aucun point fixe; 
mais s'il y en a un, il faudra que: la direction de cette force unique 
passe par le point fixe. C’est ce qu’on peut voir dans tous les livres 
de Statique, et'particulièrement dans la nouvelle Mécanique- de 
Varignon.,, où la théorie des. machines est déduite uniquement du 
principe dont nous venons de parler, 

Il est évident que le théorème de Stevin sur l'équilibre de trois 
forces parallèles et proportionnelles aux trois côtés dun triangle 
“quelconque, est une conséquence immédiate et nécessaire du prin- 
cipe: dé la composition des forces, où plutôt qu'il nest que ce 
même: principe présenté sous une autre forme. Mais celui-ci à 
Favantage d’être fondé sur des notions simplés et naturelles, au 
lieu que le théorème de Stevin ne lest que sur des considérations 
indirectes, 
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10. Les Anciens ont connu la composition des mouvemens, comme 
on le voit par quelques passages d’Aristote, dans ses Questions mé- 
caniques; les géomètres surtout Pont employée pour la description 
des courbes, comme Archimède pour le spirale, Nicomède pour la 
concoïde, etc.; et parmi les modernes, Roberval en a déduit une 
méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent 
être censées décrites-par, deux mouvemens. dont la loi est donnée ; 
mais Galilée est le premier qui ait employé la. considération du 
mouvement composé dàns la Mécanique, pour déterminer la courbe 
décrite par un corps pesant, en vertu de l’action de la gravité et de 
la force de projection. 

Dans la seconde, proposition de la quatrième Journée de ses Dia- . 
logues , Galilée démontre qu'un corps mu avecdeux vitesses uni- 
formes, l’une horizontale; autre, verticale, doit prendre une vitesse 
représentée par l’hypoténuse du triangle dont les côtés représentent 
ces deux vitesses; mais il parait en même temps que Galilée n’a pas 
connu toute l'importance de,ce théorème dans la théorie de l'équi- 
libre; car dans:le Dialogue troisième; où il traite du mouvement des 
corps pesans sur: des plans: inclinés , au lieu d'employer le Principe 
de la composition du mouvement pour déterminer directement la 
gravité relative d’un corps sur un plan incliné, il déduit plutôt cette 
détermination de la théorie de. équilibre sur les, plans ‘inclinés, 
d'après ce qu'il avait établi auparavant dans son Traité della Scienza 
Mecanica, dans lequel il rappelle:le plan incliné au levier. 

On trouve ensuite la, théorie des mouvemens composés dans 
les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc.: 
mais jusqu'à l'année 1687; dans Jaquelle ont paru les Principes . 
mathématiques de Newton ; et le Projet dé la nouvelle Mécanique 
de Varignon, on n'avait point pensé à substituer dans la composi- 
tion des mouvemens , les forces aux,mouyemens qu’elles peuvent 
produire, et à déterminer. la force. composée résultante de deux 
forces données ;.comme on détermine.le mouvement composé de 
deux mouvemens rectilignes:et- uniformes donnés. 
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Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement, 
Newton montre en peu de mots comment les lois de l'équilibre se 
déduisent facilement de la composition ét décomposition des forces, 
en prenant la diagonale d’un parallélogramme pour la force compo- 
sée de deux forces représentées par ses côtés; mais cet objet est 
traité plus en détail dans l'ouvrage de Varignon; et la Nouvelle Méca- 
nique qui a paru après sa mort, en 1725, renferme une théorie com- 
plète sur l'équilibre des forces dans les différentes machines, déduite de 
la seule considération de la composition ou décomposition des forces. 


11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite 
-les conditions de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sûr 
un point, qu'on n'avait pu déduire de l'équilibre du levier que par 
une suite de raisonnemens. Mais d’un autre côté, lorsqu'on veut, 
par ce principe, trouver les conditions de l'équilibre entre deux 
puissances parallèles appliquées aux extrémités d’un levier droit, on 
est obligé d'employer des considérations indirectes, en substituant 
un levier angulaire au levier droit, comme Newton et d’Alembert 
l'ont fait, ou en ajoutant deux forces étrangères qui se-détruisent 
mutuellement, mais qui étant composées : avec les puissances don- 
nées, rendent leurs directions concurrentes , ou enfin en imaginant 
que les directions des puissances prolongées concourent à linfini, 
et en prouvant que la puissance composée doit passer par le point 
d'appui; c’est la manière dont s’y est pris Varignon dans sa Mé- 
canique, Ainsi, quoique à la rigueur les deux principes du levier 
et de la composition des forces conduisent toujours aux mêmes 
résultats , il est remarquable que le cas le plus simple pour l’un de 
ces principes , devient le plus compliqué pour lautre, 


12. Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux 
principes, par le théorème que Varignon a donné dans sa nouvelle 
Mécanique (section T", lemme XVI.), et qui consiste en: ce que si, 
d’un point quelconque pris -dans le plan d’un parallélogramme, on 
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abaisse des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux côtés 
qui comprennent cette diagonale, le produit de la diagonale par sa 
perpendiculaire est égal à la somme des produits des deux côtés par 
leurs perpendiculaires respectives, si le point tombe hors du paral- 
lélogramme, ou à leur différence, s’il tombe dans le parallélogramme. 
Varignon fait voir, par une construction très-simple, qu’en formant 
des triangles qui aient la diagonale et les deux côtés pour bases, et 
le point donné pour sommet commun, le triangle formé sur la dia- 
gonale est, dans le premier cas, égal à la somme, et dans le se- 
cond cas, à la différence des deux triangles formés sur les côtés; ce 
qui est en soi-même un beau théorème de Géométrie, indépendam- 
ment de son application à la Mécanique. 

Ce théorème aurait lieu également et la démonstration serait Ia 
même, si sur le prolongement de la diagonale et des côtés on 
prenait partout où l’on voudrait des parties égales à ces lignes ; de 
sorte que comme toute puissance peut être supposée appliquée à 
un point quelconque de sa direction, on peut conclure en général 
que deux puissances représentées en quantité et en direction par 
deux droites placées dans un plan , ont une composée ou résultante 
représentée en quantité et en direction par une droite placée dans le 
même plan, qui étant prolongée passe par le point de concours des 
deux droites et qui soit telle , qu'ayant pris dans ce plan un point 
quelconque, et abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces 
trois droites prolongées , s’il est nécessaire, le produit de la résul- 
tante par sa perpendiculaire soit égal à la somme ou à la différence 
des produits respectifs des deux puissances composantes par leurs 
perpendiculaires, selon que le point d’où partent les trois perpen- 
diculaires, sera pris au dehors où au dedans des droites qui repré- 
sentent les puissances composantes. 

Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la ré- 
sultante, cette puissance mentre plus dans l'équation, et Pon a 
l'égalité entre les deux produits des composantes par leurs perpen- 
diculaires ; c’est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point 
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d'appui est le même que le point dont il s’agit, parce qu’alors l’action 
de la résultante est détruite par la résistance de l'appui. 

Ce théorème, dù à Varignon, est; le fondement de presque toutes 
les Statiques modernes, où il constitue le principe général appelé 
des momens: Son grand avantage consiste en ce que la composition 
et la résolution des forces y sont réduites à des additions et des 
soustractions ; de sorte que , quel que soit le nombre des puissances à 
composer, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit 
être nulle dans le cas d'équilibre; j 


15. J'ai rapporté l’époque de la découverte de Varignon à celle de 
la publication de son projet , quoique dans l'Avertissement qui est 
à la tête de la Nouvelle Mécanique, on ait avancé qu'il avait donné 
deux ans auparavant , dans VHistoire de la République des Lettres 5 
un Mémoire sur les poulies à moufles, dans lequel ilse servait des 
mouvemens composés pour déterminer tout. ce qui regarde cette 
machine ; mais je dois observer que cet article manque d’exactitude, 
Le Mémoire dont il s’agit sur les poulies, ne se trouve que dans 
les Nouvelles de Ja République des Lettres du mois:de mai 1687, 
sous le titre de Nouvelle Démonstration générale de l'usage des 
Poulies à moufle, L'auteur y considère l'équilibre d’un poids sou- 
tenu par une corde qui passe sur une poulie, et dont les deux parties 
ne sont pas parallèles. Il ny fait point usage ni. même mention du 
principe de la composition des forces , mais il emploie les théorèmes 
déjà connus sur les poids soutenus par des cordes, et il cite les 
Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une seconde démonstration, 
il réduit la question au levier, en regardant la droite qui joint les 
deux points où la corde abandonne la poulie, comme un levier 
chargé du poids appliqué à la poulie, et dont les extrémités sont tirées 
par les deux portions de la corde qui soutient la poulie. 

Pour ne rien omettre de ce qui regarde l’histoire de la découverte 
de la composition des forces, je dois dire un mot d’un petit écrit 
publié par Lami en an sous le titre de Nouvelle manière de dé- 

z montrer 
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montrer les principaux Théorèmes des élémens des Mécaniques: 
L'auteur observe que si un corps est poussé par deux forces suivant 

deux directions différentes , il suivra nécessairement une direction 

moyenne , de sorte que si le‘chemin suivant cette direction lui était 

fermé , il demeurerait en repos, et les deux forces se feraient équi- 

libre. Or il détermine la direction moyenne par la composition des 

deux mouvemens que le corps prendrait dans le premier instant 

en vertu de chacune des deux forces, si elles agissaient séparément, 

ce qui lui donne la diagonale du parallélogramme dont les deux 

côtés seraient les espaces parcourus en même temps par l’action 

des deux forces, et par conséquent proportionnels aux forces. De là 

il tire tout de suite le théorème que les deux forces sont entre elles 

en raison réciproque des sinus des angles que leurs directions font 
avec la direction moyenne que le corps prendrait s'il n’était pas 

arrêté; et il en fait l'application au plan incliné, et au levier lorsque 

sès extrémités sont tirées par des puissances dont les directions font 

un angle; mais pour le cas où ces directions sont parallèles, il em- 

ploie un raisonnement vague et peu concluant. 

La conformité du principe employé par Lami avec celui de 
Varignon , avait fait dire à l’auteur de l'Histoire des Ouvrages des 
Savans (avril 1688 ) , qu'il y avait apparence que le premier devait 
au dernier la découverte de son principe. Lami s’est justifié de 
cette imputation, dans une Lettre publiée dans le Journal des Sa- 
vans, du 15 septembre 1688, à laquelle le journaliste a répondu, au 
mois -de décembre de la même année; mais cette contestation à 
laquelle Varignon n’a point pris part, n’a pas été plus loin, et l'écrit 
de Lami-parait être tombé dans Poubli. 

Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces, 
et la facilité de l'appliquer tous les problèmes sur l'équilibre, l'ont 
fait adopter des mécaniciens aussitôt après sa découverte, et on 
peut dire qu'il sert de base à presque tous les Traités de Statique 
qui ont paru depuis. 


Mec. anal. Tome I, 
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_ 14. On ne peut cependant s'empêcher de reconnaître que le prin- 
cipe du levier a seul l'avantage d’être fondé sur la nature de l'équi- 
libre considéré en lui-même, et comme un état indépendant du 
mouvement ; d’ailleurs il y a une différence essentielle dans la 
manière estimer les puissances qui se font équilibre dans ces deux 
principes ; de sorte que si l’on n’était pas parvenu à les lier par les 
résultats, on aurait pu douter avec raison s’il était permis de substi- 
tuer au principe fondamental du levier, celui qui résulte de la 
considération étrangère des mouvemens composés. 

En effet, dans l'équilibre du levier , les puissances sont des poids 
ou pouvent être regardés comme tels, et une puissance n’est censée 
double ou triple d’une autre, qu'autant qu’elle est formée par la réu- 
nion de deux ou trois puissances égales chacune à Pautre puis- 
sance ; mais la tendance à se mouvoir est supposée la même dans 
chaque puissance, quelle que soit son intensité ; au lieu que dans 
le principe de la composition des forces, on estime la valeur des 
forces par le degré de vitesse qu’elles communiqueraient au corps 
auquel elles sont appliquées, si chacune était libre d’agir séparément ; 
et c’est peut-être cette différence dans la manière de concevoir les 
forces, qui a empêché long-temps les mécaniciens d'employer les 
lois connues de la composition des mouvemens dans la théorie 
de l'équilibre, dont le cas le plus simple est celui de l'équilibre des 
corps pesans. 


15. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition 
des forces indépendant de la considération du mouvement, et à 
létablir uniquement sur des vérités évidentes par elles-mêmes. 
Daniel Bernoulli a donné le premier, dans les Commentaires de 
V'Awadémie de Pétersbourg , tome I, une démonstration très-ingé- 
nieuse du parallélogramme des forces , mais longue et compliquée, 
que d'Alembert a ensuite rendue uu peu plus simple dans le pre- 
mier volume de ses Opuscules. 


/ 
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Cette démonstration est fondée sur ces deux principes : 

1°. Que si deux forces agissent sur un même point dans des 
directions différentes , elles ont pour résultante une force unique 
qui divise en deux également langle compris entre leurs directions 
lorsque les deux forces sont égales, et qui est égale à leur somme 
lorsque cet angle est nul, ou à leur différence, lorsque l'angle est dé 
deux droits ; 2° que des équi-multiples des mêmes forces , ou des 
forces quelconques qui leur soient proportionnelles ont une résultante 
équi-multiple de leur résultante ou proportionnelle à cette résultante, 
les angles demeurant les mêmes. 

Ce second principe est évident en regardant les forces comme 
des quantités qui peuvent s’ajouter et se soustraire. 

A l'égard du premier , on le démontre en considérant le mouve- 
ment qu’un corps poussé par deux forces qui ne se font pas équi- 
libre , doit prendre, et qui étant nécessairement unique, peut être 
attribué à une force unique agissant sur lui dans la direction de 
son mouvement. Ainsi on peut dire que ce principe n'est pas tout 
à fait exempt de la considération du mouvement. 

Quant à la direction de la résultante dans le cas de l'égalité des deux 
forces, il est clair qu'il n’y a pas plus de raison pour qu’elle soit plus 
inclinée à Pune qu'à Pautre de ces deux forces , et que par conséquent 
elle doit couper l'angle de leurs directions en deux parties égales. 


On a ensuite traduit en analyse le fond de cette démonstration, 
et on lui a donné différentes formes plus où moins simples , en con- 


sidérant la résultante comme fonction des forces composantes et de 
l'angle compris entre leurs directions. Joyez le second tome des 
Mélanges de la Société de Turin , les Mémoires de l'Académie des 
Sciences de 1769, le sixième volume des Opuscules de d’Alem- 
bert, etc. Mais il faut avouer qu'en séparant ainsi le principe de la 
composition des forces de celui de la composition des mouvemens , 
on lui fait perdre ses principaux avantages , l'évidence et la simpli- 


ate, et on le réduit à n'être qu’un résultat de constructions géo- 
métriques ou d'analyse. 
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16. Je viens enfin au troisième principe , celui des vitesses vir- 
tuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle, celle qu'un corps en 
équilibre est disposé à recevoir, en cas que l'équilibre vienne à être 
rompu, c’est-à-dire, la vitesse que ce corps prendrait réellement 
dans le premier instant de son mouvement; et le principe dont il 
s’agit consiste en ce que des puissances sont en équilibre quand, 
elles sont en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées 
suivant les directions de ces puissances. 

Pour peu qu’on examine les conditions de l'équilibre dans le levier 
et dans les autres machines, il est facile de reconnaître cette loi , 
que le poids et la puissance sont toujours en raison inverse des 
espaces que Pun et l’autre peuvent parcourir en même temps; ce- 
pendant il ne paraît pas que les Anciens en aient eu connaissance. 
Guido Ubaldi est peut-être le premier qui l'ait aperçue dans le levier 
et dans les poulies mobiles ou moufles. Galilée Pa reconnue ensuite 
dans les plans inclinés et dans les machines qui en dépendent, et il 
Ya regardée comme une propriété générale de l'équilibre des ma- 
chines. Voyez son Traité de Mécanique et le scholie de la seconde 
Proposition du troisième Dialogue, dans l'édition de Boulogne de 1655. 

Galilée entend par moment d’un poids ou d’une puissance appli- 
quée à une machine , l'effort, l'action, l'énergie, Pimpetus de cette 
puissance pour mouvoir la machine , de manière qu’il y ait équilibre 
entre deux puissances , lorsque leurs momens pour mouvoir la ma- 
chine en sens contraires sont égaux; et il fait voir que le moment 
est toujours proportionnel à la puissance multipliée par la vitesse 
virtuelle, dépendante de la manière dont la puissance agit. 

Cette notion des momens a aussi été adoptée par Wallis, dans 
sa Mécanique publiée en 1669. L'auteur y pose le principe de léga- 
lité des momens pour fondement de la Statique, et il en déduit au 
long la théorie de léquilibre dans les principales machines. 

Aujourd’hui on pentend plus communément par moment, que 
le produit d’une puissance par la distance de sa direction à un 
point, ou à une ligne, ou à un plan, c’est-à-dire par le bras de 
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levier par lequel elle agit ; mais il me semble que la notion du 7mo- 
ment donnée par Galilée et par Wallis, est bien plus naturelle et plus 
générale, et je ne vois pas pourquoi on l’a abandonnée pour y en 
substituer une autre qui exprime seulement la valeur du moment dans 
certains cas, comme dans le levier, etc. 

Descartes a réduit pareillement toute la Statique à un principe 
unique qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est pré- 
senté d’une manière moins générale. Ce principe est, qu'il ne faut ni 
plus ni moins de force pour élever un poids à une certaine hauteur , 
qu'il en faudrait pour élever un poids plus pesant à une hauteur 
d'autant moindre, ou un poids moindre à une hauteur d'autant plus 
grande. ( oyez la Lettre 73 du tome I, publié en 1657, etle Traité de 
Mécanique imprimé dans les Ouvrages posthumes.) D'où il résulte 
qu'il y aura équilibre entre deux poids, lorsqu'ils seront disposés de 
manière que les chemins perpendiculaires qu’ils peuvent parcourir 
“ensemble, soient en raison réciproque des poids. Mais dans lapplica- 
tion de ce principe aux différentes machines, ilne faut considérer que 
les espaces parcourus dans le premier instant du mouvement , et qui 
sont proportionnels aux vitesses virtuelles; autrement on n'aurait pas 
les véritables lois de léquilibre. 

Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses virtuelles 
‘comme une propriété générale de l'équilibre, ainsi que l’a fait Galilée ; 
Soit qu’on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie 
cause de l'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la simplicité qu’on 
peut desirer dans un principe fondamental ; et nous verrons plus bas 
combien ce principe est encore recommandable par sa généra- 
lité. 

Torricelli, fameux disciple de Galilée, est Pauteur d’un autre prin- 
cipe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles ; c’est que, 
lorsque deux poids sont liés ensemble et placés de manière que leur 
centre de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans 
cette situation. Torricelli ne lapplique qu’au plan incliné, mais il est 
facile de se convaincre qu'il wa pas moins lieu dans les autres ma- 
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chines. Voyez son Traité de motu gravium naturaliter descendena 
tium , qui a paru en 1644. 

Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques 
auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes 
questions de Statique. C’est celui-ci: que dans un système de corps 
pesans en équilibre, le centre de gravité est le plus bas qu'il est pos- 
sible. En effet, on sait par la théorie de maximis et minimis , que le 
centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa des- 
cente est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsque ce centre ne 


monte ni ne descend, tandis que le système change infiniment peu 
de place. 


37. Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très-général, 
de cette manière : er 

Si un système quelconque de tant de corps ou points que l’on veut, . 
tirés chacun par des puissances quelconques , est en équilibre , et qu'on 
donne à ce système un petit mouvement quelconque , en vertu duquel 
chaque point parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa 
vitesse virtuelle, la somme des puissances multipliées chacune par 
l’espace que le point où elle est appliquée, parcourt suivant la direc- 
tion de cette méme puissance, sera toujours égale à zéro, en regar- 
dant comme positifs les petits espaces parcourus dans le sens des 
puissances, et comme négatifs les espaces parcourus dans un sens 
opposé. 

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette 
grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité 
pour résoudre les problèmes de Statique. C’est:ce qu'on voit dans 
une de ses Lettres à Varignon, datée de 1717, que ce dernier a 
placée à la tête de la section neuvième de sa nouvelle Mécanique , 
section employée toute entière à montrer par différentes applications 
la vérité et l'usage du principe dont il s’agit. 

Ce même principe a donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a 
proposé dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour 


PREMIÈRE PARTIE, SECTION L 23 


l'année 1740, sous le nom de Loi de repos, et qu'Euler a développé 
davantage et rendu plus général dans les Mémoires de l'Académie de 
Berlin pour l'année 1751. Enfin c’est encore le même principe qui 
sert de base à celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences de Paris pour 1748 et 1749. j 

Et en général je crois pouvoir avancer que tous les principes 
généraux qu’on pourrait peut-être encore découvrir dans la science 
de l'équilibre , ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, 
envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans Pex- 
pression. : 

Mais ce principe est non -seulement en lui-même très-simple 
-€t_très-général ; il a de plus l'avantage précieux et unique de pou- 
voir se traduire en une formule générale qui renferme tous les pro- 
blêmes qu’on peut proposer sur l'équilibre des corps. Nous exposerons 
cette formule dans toute son étendue; nous tâcherons même de la 
présenter d’une manière encore plus générale qu’on ne l’a fait jus- 
qu’à présent, et den donner des applications nouvelles. 


18. Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut 
convenir qu'il n’est pas assez évident par lui-même pour pouvoir 
être érigé en principe primitif; mais on peut le regarder comme Pex- 
pression générale des lois de l'équilibre, déduites des deux principes 
que nous venons exposer. Aussi dans les démonstrations qu'on a 
. données de ce principe, on Pa toujours fait dépendre de ceux-ci, par 

des moyens plus ou moins directs. Mais il y à en Statique un autre 

principe général et indépendant du levier et de la composition des 

forces , quoique les mécaniciens ly rapportent communément , 

lequel paraît être le fondement naturel du principe des vitesses vir- 
` tuelles; on peut l'appeler le principe des poulies. , 

Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, 
on appelle cet assemblage polispaste, ou moufle, et la combinaison 
de deux moufles, Pune fixe et Pautre mobile, embrassées par une 
même corde dont Pune des extrémités est fixement attachée, et 
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l'autre est tirée par une puissance, forme une machine dans laquelle 
la puissance est au poids porté par la moufle mobile, comme unité 
est au nombre des cordons qui aboutissent à cette moufle, en les sup 
posant tous parallèles et faisant abstraction du frottement et de la 
roideur de la corde; car il est évident qu’à cause de la tension uni- 
forme de la corde dans toute sa longueur, le poids est soutenu par 
autant de puissances égales à celle qui tend la corde, qu'il y à de 
cordons qui soutiennènt la moufle mobile, puisque ces cordons sont 
parallèles et qu’ils peuvent même être regardés comme n’en faisant 
qu'un, en diminuant si Pon veut à l'infini le diamètre des poulies. 

En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant 
toutes embrasser par la même corde, au moyen- de différentes pou- 
lies fixes de renvoi, la même puissance appliquée à son extrémité 
mobile pourra soutenir autant de poids qu’il y a de moufles mobiles, 
et dont chacun sera à cette puissance, comme le nombre des cordons 
de la moufle qui le soutient est à l'unité. 

Substituons, pour plus. de simplicité, un poids à la place de la 
puissance , après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cor- 
don qui soutient ce poids, que nous prendrons pour Punilé ;.et ima- 
ginons que les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des 
poids, soient attachées à des corps regardés comme des points et 
disposés entre eux ensorte qu'ils forment un système quelconque 
donné. De cette manière, le même poids produira, par le moyen de la 
corde qui embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agi- 
ront sur les différens points du système, suivant la direction des 
cordons qui aboutissent aux moufles attachées à ces points, et.qui 
seront au poids comme le nombre des cordons est à l'unité; ensorte 
que ces puissances seront représentées elles-mêmes par le nombre 
des cordons qui concourent à les produire par leur tension. 

Or il est évident que, pour que le système tiré par ces différentes 
puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse. pas 
descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points 
du système; car le poids tendant toujours à descendre, s’il y a un 

déplacement 
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déplacement du système qui lui permette de descendre, il descen- 
dra nécessairement et produira ce déplacement dans le système. 

Désignons par æ, B, y, etc. les espaces infiniment petits que ce 
déplacement ferait parcourir aux différens points du système sui- 
vant la direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, etc. 
le nombre des cordons des moufles appliquées à ces points, pour 
produire ces mêmès puissances ; il est visible que les espaces æ, 
B;, y, etc. seraient aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se 
rapprocheraient des moufles fixes qui leurrépondent, et que ces 
rapprochemens diminueraient la longueur de la corde qui les em- 
brasse, des -quantités Pa, QB, Ry, etc; de sorte qu'à cause de 
la longueur invariable de la corde, le poids descendrait par l’espace 
Pa + QÊ- Ry +ete. Donc il faudra, pour l'équilibre des puis- 
sances représentées par les nombres P, Q, R, etc., que Pon ait 
équation 

Pa + QB+ Ryk etc. io 
ce qui est l'expression analytique du priacipe général des vitesses 
virtuelles. 

19. Si la quantité Pa + QB Ry Fete., au lieu d’être nulle, 
était négative, il semble que cette condition suffirait pour éta- 
blir l'équilibre, parce qu'il est impossible que le poids monte de 
lui-même ; mais il faut considérer que quelle que puisse être la liai- 
son des points qui forment le système donné, les relations qui en 
résultent entre les quantités infiniment petites a, B, y, etc., ne 
peuvent être exprimées que par des équations différentielles et par 
conséquent linéaires entre ces quantités; de sorte qu'il y en aura né- 
cessairement une ou plusieurs d’entre elles qui resteront indétermi- 
nées et qui pourront être prises en plus ou en moins ; par consé- 
quent les valeurs de toutes ces quantités seront toujours telles, 
qu’elles pourront changer de signe à la fois. D’où il s’ensuit que si, 
dans un certain déplacement du système, la valeur de la quantité 
Pa + Q + Ry + etc. est négative, elle deviendra positive en 
prenant les quantités æ, 8, y, etc. avec des signes contraires; ainsi 
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le déplacement opposé étant également possible, ferait descendre le 
poids et détrüirait Féquilibre. 


20. Réciproquement, on peut prouver que si l'équation 


Pa + QÊ + Ry + etc = 0 


a licu pour tous les déplacemens possibles infiniment petits du sys- 
tème, il sera nécessairement en équilibre ; car le poids demeurant 
immobile dans ces déplacemens, les puissances qui agissent sur le 
système restent dans le même état, et il n'y a pas plus de raison 
pour qu’elles produisent lun plutôt que. Pautre des deux déplace- 
mens dans lesquels les quantités æ; B, y, etc. ont des signes con- 
traires. C'est le cas de la balance qui demeure er- équilibre, paréè 
qu'il n’y a pas plus de raison pour qu'elle s'incline d'un côté plutôt 
que de l'autre. 

Le principe des vitesses role étant ainsi démontré pour des 
puissances commensurables entre elles; le sera aussi pour des puis 
sances quelconques incommensurables, puisqu'on sait que! toute 
proposition qu’on démontre pour des. quantités: commensurables , 
peut se démontrer également, par la réduction, à l'absurde, rreques 
ces quantités sont incommensurables. + poo cosso un ou 


ua est poste 
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SECONDE SECTION. 


Formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un 


système quelconque de forces ; avec la manière de faire 
usagé de cette formule. 


i; La loi générale de Péquilibre dans les machines, est que les 
forces ou puissances soient entre elles réciproquement comme les 
vitesses des points où elles sont appliquées, estimées suivant la di- 
rection de ces puissances. 

C’est dans cette loi que consiste ce qu’on appelle communément 
le principe des vitesses virtuelles , principe reconnu depuis long-temps 
pour le principe fondamental de l'équilibre, ainsi que nous l'avons 
montré dans la section précédente, et qu’on peut par conséquent re- 
garder comme une espèce d’axiome de Mécanique. f 

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puis- 
sances P, Q, R, cte. dirigées suivant des lignes données, se fassent 
équilibre. Concevons que des points où ces puissances sont appli- 
quées, on mène des lignes droites égales à p; g, r, etc, et placées 
dans les directions de ces puissances; et désignons en général , par 
dp, dq, dr, etc., les variations, ou différences de ces lignes, en tant 
qu'elles peuvent résulter dün changėment quelconque infiniment pe- 
tit dans la position des différens corps où points du Système. 


Il est Clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus 
dans un même instant par les puissances P, Q, R, etc., suivant 
leurs propres directions, en supposant que ces puissances tendent à 
augmenter les lignes respectives p, g, r, ete. Les différences dp, 
dg, dr, ètc. seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des 
puissances P, Q, R, etc., et pourront, pour plus de Simplicité, 
être prises pour ces vitesses. 
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Cela posé, ne considérons d’abord que deux puissances P et Q 
en équilibre. Par la loi de l'équilibre entre deux puissances, il faudra 
que les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des dif- 
VA px Butler Je pange férentielles dp, dg; mais il est aisé de concevoir” qu'il ne saurait y 
butea Ja ae fout avoir équilibre entre deux puissances, à moins qu’elles ne soient 
f mê disposées de manière que quand Pune d'elles se meut suivant sa 
propre direction, l’autre ne soit contrainte de se mouvoir dans ‘un 
st sens contraire à la sienne d'où il s'ensuit querles: valeurs, des diffé- 
rences dp et dg doivent être de signes contraires; donc les valeurs 
des forces P et Q étant supposées toutes deux positives, on aura 


pour léquilibre y = -$ ou bien Pdp+ Qdg =0; c'est la 


formule générale de l'équilibre de deux puissances. 

Considérons maintenant l'équilibre de trois puissances P, Q, Æ 
dont les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles 
dp, dq, dr. Faisons Q= Q -+ Q’, et supposons, ce qui est permis, 
que la partie Q de la force Q soit telle qu’on ait Pdp+Q'dg—0; elle 
fera alors équilibre à la force P; et il faudra pour l'équilibre entier que 
Tautre partie Q” de Ia même force Q, fasse seule équilibre à la troisième 
force R; ce qui donnera Péquation Q'dg + Rdr= o0, laquelle étant 
jointe à l'équation précédente, on aura, à cause de OO Q; :: 


ca ON 50 dosta 
nl 
l / 


celle-ci : 
Pdp + Qdq + Rdr = 0. 


S'il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit 
représentée par la différentielle ds, on`. fera Q= QHQ et 
Pdp + Q'dg = 9; ensuite R= R +R" et ; Q'dq + R'dr =0; 
alors la partie Q’ de la force Q fera seule équilibre à la force P; la 
partie X’ de la force R fera de même équilibre à l'autre partie Q” 
de la même force Q, et pour l'équilibre total des quatre forces P, 
Q, R, S, il faudra que la partie restante R” de la. force AR fasse 
équilibre à la dernière force S, et que par conséquent on ait 
R'dr+ Sds = 0, Ces trois équations étant. jointes ensemble, 
donneront 
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Ainsi de suite, quel que soit le. nombre des, puissances en 
équilibre. 


2; On a donc en; général pour l'équilibre d’un nombre quelconque 
de, puissances P, Q, R, etc., dirigées suivant les: lignes p, g,1r; etc. 
et appliquées à un système RARR de, corps, ou points disposés 
entre eux d’une manière quelconque, une équation de cette forme: 


Pdp -+ Qdq + Rdr +4 etc. = o. 


Cest la formule générale de la SH pour léquilibre, d’un sys-, 
ES quelconque de puissances. 


Nous nommerons chaque terme de cette Dent tel que Pdp, 

le moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens 
- que Galilée lui a donné, c’est-à-dire , pour le produit de la force par 
sa vitesse virtuelle. De sorte que la formule générale de la Statique 
consistera dans légalité à zéro, de la somme des momens‘ de toutes 
les forces. 

Pour faire usago de cette formule, la difficulté se réduira à dé- 
terminer, conformément à la nature du système donné,.les valeurs 
des différentielles dp, dg, dr, etc. 

On considérera donc le système dans deux positions différentes.et 
infiniment, voisines , et on cherchera les expressions les plus géné- 
rales des différences, dont il s’agit, en introduisant dans ces expres- 
sions autant de quantités indéterminées , qu'il y aura d’élémens 
arbitraires dans la variation de position du système. On substituera 
ensuite ces expressions de dp, dg., dr, etc., dans l'équation propo- 
sée, et il faudra que cette équation ait lieu, indépendamment de 
toutes les indéterminées, afin que l'équilibre du système subsiste en 
général et dans tous les sens. On égalera donc séparément à zéro, 
la somme des termes affectés de chacune des mêmes indéterminées ; 
et l'on aura, par ce moyen, autant d'équations particulières qu'il 
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y aura de ces indéterminées; or iln'est Ras difficile de se convaincre 
que leur nombre doit toujours être égal à celui dés quantités in- 
connues dans la position du système; donc on aura par cette mé- 
thode, autant d'équations qu'il en faudra pour déterminér l'état 
d'équilibre du système. 

Oest Ainsi qu'én'ont usé tous les atleurs qui ont appliqué jüs- 
qu'iti le principe dés vitesses virtuelles à la solution dês problèmes 
de Statique; Mais cétte manière d'employer cé principe exigé sou” 
vent des constructions èt des considérations géométriques qui 
rendent les solutions aussi longues que si on les déduisait des prin- 
cipes ordinaires de la Statique; c’est peut-être la raison qui a 
ciipéché qu'on wait fait de” ce principe tout le cas et l'usage qu'il 
semble qu’on en aurait dù faire, vu sa simplicité èt sa généralité, 


3. L'objet de cet Ouvrage étant de réduire la Mécanique à des 
opérations purement analytiques ; a: formule qué nous venons de 
trouver ést trés-prüpre à le remplir. Îl ñe Yagit que d'exprimér 
amalytiquement, et de la manire la plus générale, les valeurs des 
lignes p, q, r, etc., prises dans les directions des forces P, Q, 
R, etc., et Pon aura, par la simple différentiation, les peus des 
Aus virtuelles dp, dy, dr, te" 

Il faudra seulement faire attention que daris saut différén- 
tiel, lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu’elles 
augmentent toutes en même temps de leurs différentielles ; et si, 
par la nature de la question, quelques-unes d’entre elles doivent 
diminuer, tandis que les autres augmentent, on donne alors le 
signé res aux différentielles de senes! qui ofyené diminuer. 

Lès différentielles dp, dg, dr, ete. qui représentent les vitesses 
virtuelles des forces P,Q, R, etc., devront donc être prises positi- 
vement où négativement, selon que ces forces téndront d'augmenter 
où à diminuer les ighes p, g, r, etc. qui déterminent eur direc- 
tion. Mais comme Ta formule générale de l'équilibre ne changé pas 
en changeant les signés de tous ses termes, il sera permis de re 
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garder indifféremment comme positives les différentielles des lignes 
qui augmentent où diminuent ensenble nct ‘comme négatives les 
différentielles de cellés qui varient en sens contrañre: Ainsi èn régär- 
dant les forces comme positives, leurs momens "Pàp, Od q; èle” se 
ront positifs ou négatifs, selon que les vitesses virtuelles dp, dg, etc. 
seront positives et négatives; et lorsqu'on voudra faire agir les forces 
ensens contraire, il n’y aura qu'à donner le ‘signe rhoins aux quan 
tités qui représentent ces forces, où SPEDE lës PEGAN de leurs 
momens. S 


m 


© IF résulte de là cette propriété générale de Péqüilibre , qiun 
Système quelconque de forces en équilibre y demeure encore si 
chacune des forces vient à agit en sens Contrairé, pourvu que Le 
Constitution du système ne sóuffrè aucun is à par un chati” 
gement de directión'de toutes les forces. ~ 


4. Quelles que Soient les forces qui agissent Sur un système donné 
de corps üuù dè points, où peut toujours les fègarder Comme ene 
dantes versodés points placés dans les Jignés’de leur diféction. “à 

Nous nommerons ces points Les centres dès fortes pet ‘oh pourra 
préndie pour lés lignes p, g, r, etc. les distances respectives de ces 
centres aux pois du Système auquel Tes forces PI QR, étc, 
sont” appliquées! Dans'ce cas, il ést clàir que ces forces LÉO 
diminuer Jes Tignes ps d, A ete. lil faudrait par conséquent dihet 
le signé moins à leurs ARE ONE, mais” en éhangéänt iois les 
signes, là formule générale sera’ Giniottieht 


QD us „Pdp, Qdg + Rdr + etc. =e [ob tie aA 


Or +41 Pier tin forcès: peuvent: irè hors du: sagas Subien 
dans le; systèmié-et; en sb à ce spar aad otii 
extérieures! èt intérieures 12 ino i Ip 

Dans le premier cas il est buse kès aiéréhcës pare 
dr; vetc., exprimentlessvariations ntièrés des lignes 1447) etei 
dues au. chañgemient de situation da Systèmes elles Sont pr “coise 
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quent les différentielles complètes des quantités p, g, r, ete., en 
y regardant comme variables toutes les quantités relatives à la si- 
tuation du. système , et comme ‘constantes celles qui se rapportent 
à la position des différens.centres des forces. 

Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront 
eux-mêmes les centres des forces qui agissent sur d’autres corps 
du même système, et à cause de l’égalité.entre l’action et la réaction, 
ces derniers corps.seront en même. temps les centres des forces qui 
agissent sur les premiers. 

Considérons donc deux eorps qui agissent Pun ‘sur Pautre: avec 
une force quelconque, P, soit que cette force vienne de l'attraction 
ou de. la épulsionde ces corps, ou d’un ressort placé entre eux, 
ou d’une autre manière quelconque. Soit pla distance entre. ces 
deux corps, et dp’ la variation. de. cette, distance, eniitant qu'elle 
dépend du changement de situation de Pun des corps; il est clair 
qu'on aura; relativement à.ce;corps,. Pdp pour le moment yir- 
tuel, de, la force P; de même si on désigne par, dp” la variation de, 
la même, distance présultante du changement de situation de l'autre 
corps, on aura, relativement à ce second:corps, le:moment dp" de 
la même force P; donc le moment total dû à cette force, sera repré- 
senté, par P(dp'+ dpi); mais, il est, visible que: dp + dp" est. la, 
différentielle complète de P» que, nous désignerons par dp; puisque 
la distance pne peut varier.que par le déplacement des deux corps;, 
donc Je moment dont il s’agit, sera exprimé simplement par Pdp. On 
peut étendre ce raisonnement à tant de corps qu'on voudra, 


5. IL suit de l-Quépobt avoi a somme dés momens de toutes 
les. forces d’un système donné, soit:que-ces forcès-soient extérieures 
ou. intérieures, il n'y aura qu'à considérer en particulier chacune 
des forces qui agissent sur les différens corps ou points du-système, 
et, prendre la,;somme des produits de ces: différentes: forces multi- 
plices chaçune par da différentielle, de la :distarice. respective entré 
les deux termes de chaque force, c’est-à-dire entre le point sur 

lequel 
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lequel agit cette force et- celui où elle tend ,-en regardant, dans , 
ces différentielles, comme variables toutes Jes quantités qui,dépendent 
de la situation du système, et comme constantes celles qui. se rap. 
portent aux points ou centres extérieurs, c’est-à-dire en considérant 
ces points comme: fixes, tandis ak on, fait- varier la: situation du 
système. i 


„Cette:somme étant salbo à zéro donnera la Spale générale dé 
la Statique. ai suo z9 Aa a 


6. Pour donner’ à lexpression analytique de cette formüle toute 
la généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rap- 
portera la position dë tous les corps ou points ‘du système donné, 
ainsi que celle des centres à des coordonnées re et parallèles 
à trois axes fixes dans l’espace. - : 

Nous nommerons en général x, y, z, les ‘coordonnées des points 
auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons en 


suite par un ou plusieurs. traits , reatirementre aux différens points 
du système. 


Nous désignerons de même par a, b, c, des coordonnées pour 
les centres des forces, t À 

Il est visible que les distances p, q, r, etc. entre les points d'applica- 
tion et les centres des forces, seront exprimées en général par la formule 


VE) =D EEE e); 

dans laquelle les quantités a, b, c seront constäntes où’ du moins 
devront être regardées comme telles, pendant que x, y, z varient, 
dans le cas où elles se rapportent à des points placés hors du sys- 
tème, et où les forces sont extérieures; mais dans le cas où les 
forces sont intérieures et partent de quelques-uns des corps du 
système même, ces quantités a, b, c deviendront x”, y” 1e, 27%, 
ct seront par conséquent variables, 

Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, g, r, etc., en 
fonctions connues des coordonnées des différens corps du système, 
il ny qura plus qu'à: différentier à l'ordinaire, en. regardant ces 

Méc. anal. Tom, T, 5 
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. coordonnées comme seùles variables, pour avoir les valeurs cher- 
chées des différences dp, dq; är, ete., 7. entrent dans Ja for- 
müle générale” de DR net 


Jasbir WISA 


uh, Mais quoiqu aps toujours issues les forces P, Q, X, etc. 
comme tendantes à des centrés donnés; cependant comme a con- 
sidération de ces ‘centres est étrangère à là question, dans laquelle 
on ne considère ordinairement comme données, que la quantité et 
la direction de. chaque. force; voici ; des, manières., plus génér ales 
d'exprimer les différences dp, dg, dry elc, i 
Et abord en supposant, ce qui est toujours PRE que læ 
force; P tende à un centre fixe, on a 
> REEN E a), sr (TER Hena , 


al uoi T 299 2911 J'10 
et, de à, en diféentiant sans Ae a, 3 c Yärient, si la force P est 
extérieure, 
| TL 


dx + ay HE de 
P. 


dp=—— 


a yb ize Sohtiles-cosinus 
pt pe 


des angles que la ligne p fait avec les lignes x—a, y —b, 
z—c. Donc en général si on nomme «, B, y lés angles que la di- 
rection de la force.P fait ayec les axes des x, y, z, ou avec des pa- 


Or ile est | facile de voir que SE 


rallèles àřces-ayes, on aura COS &, 1008 By = 0087; 5 
par conséquent 
gpa = cos adx ar cos Bdy + cos ydzy 
et ainsi des autres différences dq, dr, etc: 
Mais si la même force P étant intérieure agit sur les deux points 
qui répondent aux coordonnées x, yy z eta’, y’; z pour les rap- 


procher ou éloigner Pun de l'autre, on aura alors dans l'expression 
de p,a =x, b=y, c=z', et.par conséquent 


dp == cos a(dx-dx") 4 cos B(dy—dy") + cos y(d:-—de'), 
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On remarquera par rapport aux angles 4; 8, y, premièrement, 
P . r . 
que cosa? -++ cos 8% + cosy’ = 1% ce quiest évident par les for- 


mules précédentes; eh second lieu, que si on nomme e l'angle que i | 
la projection de la ligne p sur-le plan des æ et: y fait avec l'axe ec" 


x—a =b 
des x, on aura ——- =00$-6 Os A == : sin £, en supposant... 
3 7 ? I 


RE V(a—a) a ETA donc mettant. pour; SaR yb, 
leurs valeurs pcosa, pcosB, on aura aussi 


n = p y (cos a* + WER) =py(1 rar A) =p sis | 
donc T = siny cose, Ÿ— 
cosa — = siny COSE, cos 8 = = sinys sine, 

8. Je considère ensuite que puisque dos représente le petit espace 


que le corps ou point auquel est appliquée la force P} "peut parcourir 
suivant la direction de cette force, si ón fait dp — ©, cé point ne 


pourra plus se mouvoir que dans des directions Pdci es à 
celle de la même force. Done dp= oò sera l'équation différentielle 


d'une surface à laquelle la direction de Ja’ force P sera perpendi- 
culaire, 


Cette surface sera une sphère si les quantités a, b, c sont cons- 


tantes; mais elle pourra être une surface - quelconque en A 
ces quantités variables, : 


Supposons maintenant en général que la is P agisse perpendi- 
culairement à une surface représentée par l'équation. 


Adx ++ Bdy +~ Cdz = 0: 
Pour faire coincider cette équation ayec l'équation. : 
(x—a) dx + birria APRES es Meg) 
qui résulte de Ja supposition dp=0; iln ’y a qu à faire 


A _x—a BA YEO 
vn Era TERRE TNT, 


— 


H= = siny eine; et par conséquent, 
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de fau donne "ces" 

asd | | B 
aa Se), y—b= (0); 


subbtifuant ces valeurs dans Fexpression de dp, on aura 
ap = lé > - Adz + Adx + Bdy + Cdz Cdz 
VEFE) 
Ainsi ayant l'équation différentielle de Ja surface à laquėlle la force 
P est perpendiculaire, on aura Pexpression de sa vitesse vir- 
tuelle dp. 
Mee- peut supposer. 


ei! TP) j - Mi 


Tis -4 By fait Clr = P, 


X 


u étant une fonction de x, y, z; car on sait qu'une équation différen- 
-tielle du premier ordre à trois variables ne peut représenter une-sur- 

face, à moins qu’elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un mul- 
-tplicateur., On aura ainsi par l'algorithme des différences partielles. 


-et l'espression de: 4p deviendra 


VLC T TE ia 


Donc le moment d’une force P perpendiculaire à une surface donnée 
par l'équation du = o sera 


dp = 


KOE 


On déterminera de la même manière les valeurs des autres diffé- 
rences dg, dr, etc., d’après les. équations différentielles des surfaces 
auxquelles les girectiong des fon ces Que etc., sont perpendi- 
culaires. ` [qu 


g- Mais sans considérer Ia surface à laquelle une force est perpen- 
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diculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par 
une ligne, on pourra regarder p comme une fonction quelconque 
des coordonnées , et la force P. comme tendante à faire varier la va- 
leur de p, Alors Pdp sera également le moment virtuel de la force 
P; et de même Qdg, Rdr, etc. seront les momens des forces Q, 
R, etc. en les regardant comme tendantes à faire varier les valeurs 
des quantités g, r, etc. supposées des fonctions quelconques des 
mêmes coordonnées. Cette manière d'envisager les momens, donne 
à la formule générale de l'équilibre une étendue beaucoup plus grande 
et la rend susceptible d'un plus grand nombre d'applications. 


10. Les valeurs des différences dp, dy, dr, etc. étant connues 
en fonctions différentielles des coordonnées des différens corps du 


système , il n’y aura qu’à les substituer dans la formule générale 


Pdp + Qdg + Rdr etc:=0,; 


et vérifier ensuite cette: équation d’une manière indépendants des 
différentielles qu’elle renfermera. 

Donc si le système est: entièrement libre , ensorte qu'il n'y ait 
aucune relation donnée entre les coordonnées des differens: corps , 

‘ni par conséquent entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à 
équation précédente, indépendamment de ces différentielles , et 
pour’cet effèt, égaler séparément à zéro la somme de tous les termes 
qui se trouveront multipliés par chacune d'elles; ce qui donnera au- 
tant d'équations qu'il y aura de coordonnées variables, et par con- 
séquent autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables, 
et connaître par leur moyen la position de tout le système dans l'état 
d'équilibre. 

: Mais si lanature du système est telle, que les corps soient assujétis 
dans leurs mouvemens à des conditions particulières, il faudra com- 
mencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques 
que nous nommerons équations de condition ;: Ce qui est toujours 
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fäcile. Par exemple, si quelques-uns des corps étaient assujétis àt8e 
mouvoir sur des lignes ou dés surfaces données ; on aurait entre les 
coordonnées de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des sur- 
faces données ; si deux corps étaient tellement joints ensemble, qu'ils 
dussent toujours se trouver à une même distance $ Pun de PRE, 
on aurait évidemment l'équation 


On D Cr 1 un 


et ainsi du reste. 

Ayant trouvé les équations de condition, il faudra par leur 
moyen éliminer autant de différentielles qu'on pourra, dans les 
expressions de dp, dg, dr, ete, , ensorte que les différentielles res- 
tantes soient absolument indépendantes les unes dés autres, et n’ex- 
priment plus que ce qu'il y a d’arbitraire dans le-changement de 
situation du système. Alors comme Ja formule génerale de la Sta- 
tique doit avoir lieu, quel que puisse. être ce changement, il faudra 
y égaler séparément à zéro, la somme de tous les termes qui se 
trouveront affectés de chacune des différentielles indéterminées ; 
d'où il viendra autant d'équations particulières qu'il y aura de ces 
mêmes différentielles; et ces équations étant jointes aux équations 
de condition données, renfermeront toutes les conditions nécessaires ` 
par la détermination de l’état d'équilibre du système; car il est aisé 
de concevoir que toutes ces équations ensemble seront toujours en 
même nombre que les différentes variables qui servent de coordon- 
nées à tous les corps du système, et sufliront par conséquent tou= 
jours pour déterminer chacune dex ces variables. Mph sagt 


11. Au reste si nous avons toujours dereie les lieux des corps 
par des coordonnées rectangles, c’est que cette manière à l'avantage 
de la simplicité et de la facilité du calcul; mais ce n’est pas qu'on 
ne puisse en employer d'autres dans Pusage de la méthode précé- 
dente; car il est clair que rien moblige dans cette méthode à se 
servir de coordonnées rectangles, plutôt que d’autres lignes ou quan- 
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tités, relatives aux lieux des corps. Ainsi au lieu des deux coor- 
données +, y, on pourra employer, lorsque les circonstances pa- 


faïtront l'exiger, un rayon vecteur p— Vx +y", et un angle @ 
dont la tangente soit 2 , Ce qui donnera x—p cos®, y=—psing;, 
cn laissant subsister la troisième coordonnée z; ou bien on em- 
ploiera un rayon vecteur $ = Va" Hy 2425 avec deux angles 9 
êt +, tels que tango =? ; tang ee ce qui donnera 


x =p COS cos@, y= p cos sinp, z=psind ; ou d'autres angles 
ou lignes quelconques. 


Remarquons encore que comme il n y a proprement que la con- 
sidération des différences dw, dy, &e qui entre dans la méthode 
dont il s’agit, il est permis de placer l'origine des coordonnées où 
on voudra; ce qui peut servir à simplifier l'expression de ces dif 
férences. 


Ainsi, en substituant poos et psing, au lieu de xety, on aura 
en général 


dx = dpcos ġ — psnpdp 3 dy = dp Sin® +-p cospdy; 


mais en faisant p= o, ce qui revient à placer l’origine de angle ọ 


dans le rayon p, on aura plus simplement di dpr et LT TR 
Et ainsi des autres cas semblables. 


12. En général, quel que soit le système de puissancés dont oh 
cherche l'équilibre, et de quelque manière que les points où elles 
sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les 
varidbles qui déterminent la position de ces points dans l'espace, à 
un petit nombre de variables indépendantes, en éliminant, au moyen 
des équations de condition données par la nature du système, au- 
tant de variables qu'il y a de conditions, c’est-à-dire en exprimant 
toutes les variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, 
par un petit nombre d’entre elles, ou par d’autres variables quel- 
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conques, qui, n'étant plus: assujéties à aucune condition, seront 
indépendantes et indéterminées. Il faudra alors que l'équilibre ait 
lieu , par rapport à chacune de ces variables indépendantes, parce. 
qu’elles donnent lieu à autant de changemens différens dans la 
position du système, : 


13. En efft si on dénote par £, 4, ®, etc. ces variables indé- 
pendantes, en regardant les valeurs de p, g, r, etc, comme fonctions 
de ces variables, on aura 


dp =F. dg + F dy + $ do + etc, 
d d 
dy = À dé TE dj +F de + etc. 


; dr. dr dr 
d =y E+TA + do dọ + etc, 
etc, a 


etléquation de l'équilibre Pdp Qdg + Rdr + etc. = 0 deviendra 
(r$ + Q THR pt etc) dé 
(P P+O HHR g Hete) dy) = 0 
+(PP+OT+R F. + etc.) dọ 
etc, 


dans laquelle les valeurs de 4, dẹ}, dọ, etc. devant demeurer in- 
déterminées, il faudra que l’on ait séparément les équations 


PE QG +R TH ete.= 0 
dp ~ dq dr 
Pare Q I rR gnete =g 


d 
PEOL HRI e= o, 
etc, 
dont 
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dont le nombre sera égal à celui des variables £, 4, gy ête., et à 

serviront par conséquent à déterminer toutes ces Yariablés° T ‘51 

Chacune de ces équations_représente; 6omme Pon voit-un,équi- 

libre particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des 

rapports déterminés; et c’est de la réunion de tous ces équilibres par- 
tiels que se forme Péquilibre g général du système. 

On ‘peut même remarquer que c’est proprement ä'ces'équilibres 
partièls et déterminés que s'applique sans: éxcéptioh leraisonnement 
de l’article 1 de: cette section; ‘et comme dans le-cas de detix. puis- 
sances on peut toujours réduire leur équilibre à celui d’un levier 
droit dont les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut 
par ce:imoyen faire dépendre de principe général: pete vitesses. vir- 
‘tuelles :du seul principe dù levier, Di 9 

14, E la, quantité Pap +- Qu a Rdr+ etc. ne sera pas 

nulle par rapport à toutes les variables indépendantes: les forces, P, 
Q; R, été. ne se feront pas équilibre, et les corps Sollicités par ces 
forces, prendront des mouvemens dépéridans ‘dés mémês forcés ét 
de HU action mutuelle. 

Supposons que d'autres forces réprésentées par P, G, ete. ct 
dirigées suivant les lignes p’, g, 7, étc: agissant sur les GORE du 
même système, leur tbétant aussi lès Aee mouvemens ; ; Ces 
“forcés seront équivalentes aux premières, ‘ét pourront i dans tous lës 
‘cas être substituées à leur place, puisque leur effet est supposé xac- 
tement le même. Or si ces mêmes forces P’, Q, ; R etc., en conser- 
vant leurs valeurs, changeaïent leurs directions et en E A de 
directement opposées, il est clair qu ’éllès imprimeraient aussi aux 
mêmes corps des mouveméns égaux, mais directement, côntraires. 
‘Par conséquent, Si dahs cé nouvel état elles agissaient sur les corps 
du même système, en même temps que | les forces P, Q, R, etc., ces 
corps demeureraient en repos; les mouyemèns imprimés dans un 
sens étant détruits par des mouvemens égaux et coptraires. Il y aurait 

Méc. anal. Tome I. 6 
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donc nécessairement équilibre entre toutes ces Teee ce, qui FM 


rait l'équation art 2). 1,11 = Snitao)0b £ FHSNPDS8U0S TS 
“Pb Qag+Räretete. “RS ‘4 — w dÿ — TE etei == 0; 
RP 200 eo Debitel ou 
T pr ei a F 


2-Cest. la: condition nécessaire pour, querles: forces P'; QR ete., 
agissant suiyantles lignes p’,g' 7 ete; soient;équivalentés aux!forces 
P,Q,R;ete!, agissant suivant leslignes p; 957, eto; dt corne dens 
systèmes dé forces ne peuvent être .entiérement) équiyalens que 
W’une:seule!imanière, puisque le mouvement dun corps est toujours 
unique et déterminé; il:s'ensuit que ‘sildeux!s ystèémes de forces P, 
Q, R, cte., P’, Q’, R, etc. sont tels, que l'onaitgénétalemeéntet par 
ppan à toutes les fariables épris l'équation 


| PTE Qdy sk Rdr s> ei = Pay F Gig Rat etc. 


‘coș deux sysèes seront sa e! PETER dans tous les cas 

être sub titućs, Vunà Fautre, : enomsvuont 83b 3go1bu9tq , | 
Lolo 1 B 

15. Il résulte. de là ce théorème important. ge Statique, qu que 7. 
systèmes de forces $ sont équivalens et peuvent être substitués, Pun à 
Tautre, dans un, même système, de,corps Jiés entre eux, d'une, ma- 
„nièr ère PRINS lorsgue les same, des momens des forces sont 
“toujours égales dans les deux ST tÈMeSs, et, réciproquement, lorsque 
la somm des momens c des forces d’un système est. topjonre égale à 
la ‘somme des momens e des forces, d'un autre système, 2,868 deux 


(TE 
gene 6 forces sont équi rm peuvent être subşlitués, Fun. à 
autre dans ¢ méme systéme o €, COTPS rin ET EPEn 
NIV HON ) con f 


nI q & 
Si on fait dépendre les, lignes Pan 7 CIC: des ‘Jignés 2 a Prete- 
‘Ja formule Pdp+ Ody + Rdr etc. se transforme, comme, dans 
_Farticle 15, en gelle-ci LE + Yd) : “k,Pde + ele. kisia ð 


RE v rit lo ZHE eo tionn e9b 16q € WSD 10619 e 
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zZz = PREON f +R tetes 


1 7S rerereanms zye sar a PE AT de et veeeege vorieneme -a 


a+ Q‘ DHR Eu etc. 
sorte or sen 
etc. 


 Onadonc:gériéralement: RGN WpS 4" Sh LUE Langon] 
Pdp +- Qdgq RAG ë LE Aa etc, 


Ainsi le système des forces P, Q, R, etc., dirigées suivant, ae 
lignes ; P 457, et), ‘est ‘équivalent au y des forces = 


b, eté. agissant SARAH les lignes £, 4, @. et peut! être tin H 
f; en élue, dans lé mbine Sÿstèmé de corp i agin 


LR 
HETIM SOTE de "OSD 900 D Nippon 
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D .°1 ,deoguros IMNO 
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m < £ 2 .*r s reS a Ce f . . 
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en Fa 3 


D - 
19 Le A pe l'E 


TROISIÈME SECTION. 


Propriétés, générales de l'équilibre d'un:système de corps y 
.déduites.de la formule précédente. 


€ 


1. Consors un st ou assemblage quelconque de corps 
ou points, qui étant tirés par des puissances, quelconques, se fassent 
mutuellement équilibre, ! Si dans un instant l'action de ces puissances 
cessait d'être détruite, le système commencerait à se mouvoir; et 
quel que pùt être son mouvement, on pourrait toujours le concevoir 

comme composé, 1°. d’un mouvement de translation commun à tous 
les corps; 2°. d’un mouvement de rotation autour d’un point quel- 
conque; 3°. des mouvemens relatifs des corps entre eux, par les- 
quels ils changeraient leur position et leurs distances mutuelles. 

Il faut donc pour l'équilibre, que les corps ne puissent prendre aucun: 
de ces diflérens mouvemens. Or il est clair que les mouvemens re- 
latifs dépendent de la manière dont Ies corps sont disposés les uns: 
par rapport aux autres; par conséquent les conditions nécessaires 
pour empêcher ces mouvemens, doivent être particulières à chaque: 
système. Mais les mouvemens de translation et de rotation peuvent 
être indépendans de la forme du système, et s’exécuter sans que læ 


disposition et la liaison mutuelle des corps en soit dérangée. 
Ainsi la considération de ces deux espèces de mouvemens doit 


fournir des conditions ou propriétés générales de l'équilibre, C’est 
ce que nous allons examiner, 
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$ I. 


Propriétés de l'équilibre d'un système libre, relatives au mouvement 
de translation. 


2. Soient un nombre quelconque de corps regardés comme 
des points, et disposés ou liés entre eux comme l’on voudra, les- 
quels soient tirés par les puissances P, P', P", etc., suivant les 
directions des lignes p, p’, p', etc. On aura (Sect. précéd.) pour 
l'équilibre de ces corps, la formule générale 

Pdp + P'dp + P'dp' + etc. = 0. 
En rapportant à des coordonnées rectangles les différens points 
tirés par les forces P, P’, etc., ainsi que les centres de ces forces, 
comme dans l'article 6 de la section précédente, on aura pour les 
forces extérieures, 


p= VE FOIF ET. 
p= VE FOIF E=, 
etc. 


Mais si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées 
x,y,z, et aux x, y, z, agissent Pun sur Pautre par une force 
mutuelle que nous: désignerons par P, en nommant p la distance 
rectiligne de ces deux corps, on aurait 

P= V (e—a) + (=) + Gi), 
et il faudrait ajouter à la formule générale le terme Päp, prove- 


nant: de la force intérieure P, et ainsi de suite, si plusieurs forces 
agissent sur les mêmes corps. 


5. Faisons, ce qui est permis, 


'=x+Eé, y=ytr, g= ý, 
dx be, pæyti,, rc + 
etc, i 
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x —x+É, y =y +n, z =r 4%, 


etc. 


et supposons qu'on ait WEEP ces valeurs dana la formule 
précédente. 

Puisque x, y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par 
la force P, il est clair que č, n, €, E, n°, C, ete., ne seront autre 
chose que lès coordorinées relatives des autres corps par rapport 
à celui-ci, pris pour leur origine commune; dé sorte que la posi- 
tion mutuelle des corps ne dépendra que de ces dérnièrés coor- 
données, et nullement des premières. Donc sion suppose le système 

Fee entièrement libre, c’est-à-dire, les corps simplement liés entre eux 

. d'une manière quelconque, mais sans qu'ils soient. retenus. ou ‚emp 

pèchés par des appuis fixes ; ou des obstacles extérieurs quelconques, 

il est aisé de concevoir que les conditions résultantes dela nature 

du système, ne pourront regarder que les quantités £, n, €, &’, 

a, , etc., et nullement les quantités x, y, z, dont les différen 

tielles n par conséquent -indépendantes et indéterminées, ~“ 

pre ac as dy eg stand | Ainsi apr ès les substitutions dont il s’agit, il faudra égaler séparé- 

tadu al pourtant Le pour “ki ment à zéro, chacun des membres afföotés de dx, dy, de, cerqui 
de de de = ps ça «el pes” donnera: ces trois équations VE 2) 


pui, qu A Lu wtf ga weka AL”; 
EAS 


#0 4 lot Au akati crus VS L Liy PEPY +p'Ÿ P 4 etc. PE pete. = 0; 
pi +r. +P etc. +FÈ etc. —=0, 


a EH PE PU AT doi ur + ete. = 0, 
On voit ‘d'bord que les variables x, y, z wWentreront point dans 


,-x-F 43° 3% Fit Yexpression de p; ainsi on aura P = 0 o, Po, P= o, etc, 
A ' T7 ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces in- 
i térieures P, P, ete. i 5 LA 
On voit -ensuite ae les vatetrs de 2 > 2 w, A , w » 
* Len lia Ame Mu da AK dr My A en ue Lu ss | AA mani Ales 4MLA \x de, tA 
piu due ss Le Gr Min HAN QE ss aa ES ALMA LA And 


| AIEA AAAA Ave drd du A 
j3 ; ! 


A Aer à 


d'A; 
y 


vot ra] A 
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k . dp' d ü dp W 
a , etc., seront les mêmes que eg de I7; FL ra Ta» ‘a 


dp" 
gz eto, | 

Or si on nomme «, B, y les angles que la ligne p fait avec les 
axes des x, y, z, ou avec des parallèles à ces axes, &', B, y les 
angles que la ligne P fait avec les mêmes axes , etc., on a, comme 


on la vu plus haut (art. 7, sect. précéd.), 4 de 088) == COS B, 


hs cos y; et de même, J= cosa x p=cosp, E = Cos y z elç. 
tes les trois équations ci-dessus deviendront 


P Cos a IE Posa -Opoa + etc. = 0, ` 
P cos 8 + P cos #' P P" cosp" -+ etc. —0; 
P cos y + P cosy + P” cosy’ + etc. = 0, 


lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l'équilibre d’un 


Système libre. Ce sont les équéitions nécessaires pour empêcher 
Je OU net de TEAR 


4, Si les puissances à ge pe P”, etc., étaient parallèles, on aurait 
am a =a etc) RER" ete., y =y y ete., et les trois 
neo As se réduiraient à celle-ci, 

Sq 4 iog Le, 


PP PE 0, 


ťD ft i 


laquelle montre que la somme des forces parallèles doit être nulle. 

En général il est facile de, concevoir. que. P. représentant: l'ac- 
„tion totale de la puissance P suivant sa propre direction, Pcos.æ 
représentera son action relative, estimée: suivant la direction de 
l'axe des x, lequel fait l'angle a avec la direction de Ja force P; de 
même Pcos.B et Pcos.y, seront les actions relatives de la même 
force, estimées suivant les directions ten axes des Le et z; et ainsi 
des autres forces 2’, Prete  ‘ 

De là résulte ce théorème de ses que la somme Ho puis- 
sances estimées suivant la direction de trois axes perpendiculaires 
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entre eux, doit étre nulle par rapport.à chacun de ces axes, dans 
l'équilibre d’un système libre. 


$ II. 


` Propriétés de l'équilibre, relatives au mouvement de rotation, 
p q ; 


5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coor- 
données x, y, x, y’, x", y’, etc., x, y, etc. les rayons yeeteurs.p, 


-pP ph ete., p, etc. avec les angles @, Q’, Ọ', etc., Ọ, eté. que ces 
rayons font avec l'axe. des x; on aura, comme lon sait, xp COS. ?, 


y=p sin. ?, et de même.x = pcos. &, y =p sin. CARS x=—pcos9, 
y =psin, etc. 

Ÿ Maisons ces substitutions dans la. formule générale de l'article 2, 
et supposons 9'—p+-7, 0" =0-+7, etc., p—p+0, etc., ilest vi- 
sible que x, g’, etc., c, etc., seront les angles que les rayons p’, 


p’, etc. p, etc., forment avec le rayon p; par conséquent les distances 


des corps, tant entre eux que par rapport au plan des x, y, et au 
point qui est pris pour l’origine des coordonnées, dépendront unique» 
ment.des quantités p, p, p", etc., p,'ete,, &, a’, etc, G, elc., x, z’ 
z", etc., z, etc, 

Donc si le système a la liberté de tourner autour de ce point pa- 
rallèlement au plan des x, y, c’est-à-dire autour de laxe des z, 
qui est perpendiculaire à ce plan, l'angle ọ sera indépendant des 
conditions du système, et sa différence dø demeurera par consé- 
quent arbitraire. D'où il suit que les termes affectés de de dans 

' Péquation générale de l'équilibre devront être ensemble égaux à zéro. 

Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés par 

Ndọ , en faisant 


PR+ 


N= KAPE etc. P D Be etes 02) 


de sorte que lon aura pour l'équilibre l'équation N=0, 


En 


1 Yy 


PREMIÈRE PARTIE, SECTION 1I. 49 
En substituant les valeurs de x, y, x, y’, etc., x, y, ete. dans 


les expressions de p, p’, etc., p, etc. (art. 2),et faisant de plus 
a=R cos 4, L=R sin 4, a'=R' cos 4’, PR sin B', etc., on ‘aura 


p = V P— pR COS(® —A ) + R° + (z—cŸ, 
DE 4 /p?—ap R cos(p—47) -H R” + (z— c) : 
etc. 
pa Ve— app cos (P—p) + p + (e— 7z), 
etc, 
où il faudra encore mettre + 0, 0-0, etc., 0-7, etc. à la 
place de @, 9", etc., @ etc. 
Par ces dernières substitutions on voit d’abord que les quanti- 


tés p, etc. ne contiendront plus langle ọ; ainsi on aura 


de — ©» elc.; par conséquent les forces intérieures P, etc. dis- 


paraîtront de l’équation > ct il n’y restera que les forces exté- 
rieures P, P', etc. . 


Ensuite on aura 


dp _pRsin(o— 4) ‘dp __ pR sin (og — 4’) ete | 

RE OU 2 S de don pra LEE 
et la quantité M deviendra 

N= she 4), PRE RIRE AE ete: 
p p 
Comme on peut prendre les centres des forces P; P', etc. par- 

tout où l’on veut dans la: direction de ces forces, on peut supposer 
que ces forces soient représentées par les lignes mêmes p} pyete: 
qui sont les distances rectilignes de leurs points d'application aux 
centres respectifs, De cette: manière: on aura plus simplement 


$ N = Rẹ sin (p—4) + R'p'sin (¢' A) zn etc. 
Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l'origine 
Méc. anal, Tome I. 7 
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des coordonnées et: qui renferment l'angle @— 4, sont les côtés 
d'un triangle qui a pour base la projection de la ligne » sur le plan 
des x, y; par conséquent la quantité Rp sin. (0—4 ) exprime le 
double de l'aire de ce triangle, et ainsi des autres quantités sem- 
blables. 

Or ayant nommé ci-dessus (art. 5) y, +’, etc. les ceales que les 
directions des forces P, P’, etc. font avec l'axe des z ou avec des 
parallèles à cet axe, il est clair que les complémens de ces angles 
seront les inclinaisons des lignes p, p’ etc. au plan des LA donc 
psiny, p'siny, etc. seront les projections de ces lignes; Jet si de 
l'origine des coordonnées 6n‘abaisse sur ces projections des perpendi- 
culaires que nous nommerons IM, IF, etc., on aura 


Rp sin (0— 4)= =psiny, Rp sin(¢— 4 )=Np siny, ete., 
et la quantité N se réduira à la forme 
N = UIP siny + NIP siny + NMP" siny” A elc., 


en remettant P, P’, P’, etc. à la place de p, p’) p', ete: 


6. L’équation N= o donnera ainsi le théorème suivant : 

Dans l'équilibre d'un système qui a la liberté de tourner autour 
d'un axe, et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les 
autres d'une manière quelconque et sont en méme. temps tirés par 
des forces extérieures, la somme de ces forces, estimées parallèle- 
ment à un plan perpendiculaire à l'axe, et multipliées chacune par 


la perpendiculaire menée de l'axe à lu direction de la force projetée sur 
le méme plan, doit étre nulle, en donnant des signes contraires aux 


forces dontles directions tendent à faire tourner le système dans des 
sens contraires. 

On énonce ordinairement ce théoréme d’une maniére plus simple, 
en disant que les momens des forces, par rapport à un axe, doivent 
se détruire pour qu "il y ait équilibre autour , de cet axe. Car on çn- 
tend aujourdhui 4 én Mécanique, par moment d'une force ou puis- 
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sance par rapport à une ligne, le produit de celte force estimée 
parallèlement à un plan perpendiculaire à cette ligne, et multipliée 
par son bras de levier, qui est la perpendiculaire menée de cette 
ligne sur la direction de la puissance, rapportée au même plan. En 
effet, c’est uniquement de ce moment que dépend l’action de la force 
pour faire tourner le système autour de l'axe ; puisque si on la décom- 
pose en deux, l’une parallèle à l'axe, l'autre dans un plan perpendi- 
culaire à l'axe, il wy aura évidemment que cette dernière qui puisse 
produire une rotation. Nous donnerons en conséquence à ce moment 
le nom particulier de moment relatif à un axe de rotation. 


7. Le coefficient N du terme Na? (art. 5) exprime, comme onle 
voit, la somme des momens de toutes les forces du système, relati- 
vement à laxe de la rotation instantanée dọ; ainsi pour trouver la 
somme de ces momens relatifs à un axe quelconque, il wy aura 
qu'à transformer la formule générale Pdp + P'dp + P'dp' + etc., 
qui exprime la somme des momens virtuels de, toutes les forces, en y 
introduisant, pour une des variables indépendantes, l'angle. de ro- 
tation autour de l'axe donné; le coefficient de la différentielle de 
cet angle sera la somme de tous les momens relatifs à cet axe; ce 
qui peut être utile dans plusieurs occasions. 


8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point 
que nous prenons pour l’origine, des coordonnées, il faut considérer 
à la fois les rotations, instantanées autour des trois axes des %, V3 
z; et lon aura, par rapport à chacun de ces axes, une équation 
semblable à celle quesnous venons de trouver, et qui renferme la 
propriété, des momens; mais il ne sera pas inutile de, résoudre le 
même problème par une analyse plus simple et plus générale. 

Pour cela soit, comme dans l’article 5, 

Xp COSO, y—psinp, x = p coso, y = p sing, etc.; 


en faisant varier simplement les angles @, 9’, etc. de la même dif- 
férence dọ, on aura 
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ds =—ydọ; dy=xd?, di =—yd?, dy =xd?, etc: 
© Ce sont les variations de x, y, x, y’, ètc. dues à la rotation élé- 
mentaire dọ du système autour de l'axe des z. 
© On aura de même les variations de y, z, y’, z’, etc. dues à une 
rotation élémentaire dL autour de Faxe des x, en changeant sim- 
plement dans les formules précédentes x, y, x, y, etc. en y, Z, 
y, z’, etc, et d@ en dẹ, ce qui donnera 

dy =—zdļ4, d=ydt, dy=—z1dN, d'=yd\N, etc. 

En changeant dans ces dernières formules y, z,y',z', etc. ress 
pectivement en z, x, z’, x’, etc., et dẹ en dw, on aura les varia- 
tions provenant: de la rotation élémentaire dw autour de l'axe des y, 
lesquelles seront 

dz = — xdo, dx = rdw, ds =—=xdw, dx =z'dw, etc. 

| Si donc on suppose que les trois rotations ST lieu à la fois, les 
gariations totales des coordonnées x, y, Z, x, y, z etc. seront , 
d'aprés les principes du calcul différentiel, égales aux sommes ng 
yariations partielles dues à chacune de ces rotations, de sorte qu'on 
aura alors ces expressions complètes , 

dx = sdo —ydọ, dy = «dọ —zdķ4, de = ydd — xdo ; 

dx =2do —ydg, dy = x'dọ —z'dẹ4, di =y'dẹ4 — x'dw, 

etc. 

Én substituant ces valeurs dans Ja formule générale de Péquilibre 
(art: 2), on aura les termes dus seulement aux rotations dọ, du’, 
dy, autour des trois axes des z, y, x, lesquels devront être sépa- 
rément égaux à zéro lorsque le système a Ta liberté de tourner en 
tout sens autour du point qui fait l'origine des coordonnées, 

Or on a, par la différentiation, 


— (x—a)dx +(y—b) dy +(c— co) dz 
dp = EEE PET, 
(x'—a) dr +( mr DE Fan A 

pP aj s z 


etc, 
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D = Der) + (y) dy—dÿ) + e—a di de) 
lp = = : 
p 


etc. 


On aura donc, par les substitutions dont il s’agit, 


(ay — bx)dp+4- (bz — cy)d4-- (cx —az)dw 
p r 
dp = (a'y — L'a')dg + at + (daxma az de à 


dp = 


etc. 


Et l'on trouvera do =o, dp =0, etc., en mettant pour dx , 
dy, dz , etc. les valeurs analogues zdw — yd?, xdp — zdy , 
ydd xd», etc.; d’où Pon peut tout de suite conclure que les termes 
Pdp, P'dp', etc. de la même équation, qui résulteraient des forces 
intérieures du système, disparaîtront par ces substitutions. 

_ On aura aussi dp=0, si on fait a =o, b=0, c0, Cest-à- 
dire, si le centre des forces P tombe dans l'origine des coordon- 
nées; ce qui fera: aussi disparaître cette force. 


9: Faisant donc abstraction des forces intérieures, s'il y en a, 
ainsi que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coor- 
données, on aura en général pour toutes les forces P, P’, etc. ~ 
dirigées suivant les lignes p, p', etc., l'équation 


Ld-+ Mdo + Ndọ = 0, 


en faisant 
De ED + CE EN -+ ete., 
M = ee + + etc., 
N= Pernia + Peyra) + efc., 
et Pon aura, pour tout système libre de tourner en tout sens au- 
tour de l’origine des coordonnées, les trois équations ZL=0o, 


M=o, N=o, lesquelles répondent à: celle de l'article 5 ; rap- 
portee aux trois axes des coordonnées, 


mme, OADE AV } 
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Car en employant, à la place des coordonnées æ, b,c, a”, etc. des 
centres de forces, les angles «, 2, y, «’, etc., que les directions de 
ces forces font avec les trois axes des coordonnées ; et faisant par 
conséquent comme dans Particle 7 de la section précédente , 


a= x—pcos«, b=y— pcos, c—z—pcosy, 
et ainsi des autres quantités semblables, on a 


L = P(ycos y — z cos B) + P'(y'cosy — z cos p’) H- ete., 
M = Pz cos a — x cos y) + P'(z cose — x cosy) + ete., 
N = P(x cos B— y cos a) + P'(x' cos B—y cosa’) + ete., 


Or P cosa, P cos 6, P cosy étant les valeurs de la force P, esti- 
mée suivant les directions des trois axes des x, y, z, on voit tout de 
suite que xP cos B— yP cos « sont les momens relatif à l'axe desz, 
le terme yP cosa ayant le signe négatif à cause que la force P cosa 
tend à faire tourner le système en sens contraire de la force Pcos £. 
De même zPcosa—x? cosy seront les momens relatifs à l'axe des 


y, e&t yP cosy — zP cosB, les momens relatifs à l'axe des x; et 


ainsi des autres expressions semblables. De sorte que les trois équa- 
tions Z=0, M—0o, N= o expriment que la somme de ces mo- 
mens est nulle par rapport à chacun des trois axes. 

On voit aussi que les coefficiens Z, M, N des rotations instan- 
tanées d4}, dw, dọ ne sont autre chose que les momens relatifs aux 
axes des rotations instantanées d}, dw, dọ (art. 7). 


10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des 
coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvemens 
qu'un système de points peut avoir autour d’un point fixe, sans 
que leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, 
nous allons chercher tous ces mouvemens d’une manière plus directe, 

Par le point donné, qui sert d’origine aux coordonnées x, y, z, 
et par un autre point du système, imaginons une ligne droite, et 
par cette ligne et par un troisième point du système, un plan; rap- 


\ 
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portons à cette ligne et à ce plan les autres points du système, 
par de nouvelles coordonnées rectangles x’, y’, z’ ayant la même 
origine que les premières x, y, z; il est clair que ces nouvelles 
coordonnées ne dépendront que de la situation mutuelle des points 
du système, et seront par conséquent constantes lorsque le sys- 
tème change de place, tandis que les premières varient seules 
par ce changement. 

La théorie connue de la transformation des coordonnées donne 
d’abord ces relations entre les trois premières et les trois dernières, 


x = ax + By + x, 
= ax + By -+ yzy 
z= ax + BE VA 


. Les neuf coefficiens «, 8, y, «’, etc. ne dépendent que de la position 
respective des axes des deux systèmes de coordonnées, et doivent être 
tels que les coordonnées x, y, z se rapportent aux mêmes points 
que les coordonnées x’, y’, z’, el que par conséquent les deux ex- 
pressions x°+ y" + 2° et x-y“ +2" soient identiques, ce qui 
donne ces six équations de condition, 


aang aa, BH RER, Hp +=, 
aB B HU" = 0 > aytay ay =o, By+By +87" —0, 
de sorte que parmi les neuf quantités a, B, y, «, etc., il en res- 
tera trois d’indéterminées. 

Lorsque les axes des x’, y’ z’ coincident avec ceux des x, Vs Zy 
ON à =x y =y, zx, et par conséquent LA, Pb —0; 
7=0,«=0, P=, @=0,3=0,0 0, y = 1. Ainsi en 
différentiant les formules précédentes, et y faisant ensuite ces substi- 
tutions, on aura le résultat d’un déplacement quelconque infiniment 
petit du système dans l’espace autour du point donné. 

On aura d’abord , en différentiant les expressions de x, y, z 
dans l'hypothèse de x, y’, z’ constantes, et substituant, après la dif- 
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férentiation, x, y, z à la place de ces quantités, 


dx = xda + ydB + zdy, 
= xdd + ydB + zdy, 
dz = xda"+ ydB"+ zdy". 


Mais les six équations de condition étant différentiées donnent, 
par la substitution des valeurs a =1, = 0, y =0, etc. trou- 
vées ci-dessus, da=0, df=0, dy'=0 , df+-da'=0, dyt-du"=0 y 
dy +dB"=o, doù dx= — db, de" =—dy, df =— dy. 

Ces valeurs étant substituées dans les expressions de dx, dy, 
dz, on aura celles-ci: 


dx = -~= yda' + zdy, - dy=xde 2:48", dz = —xdy + ydf", 


qui coincident avec celle de Particle 8, en faisant da'=dẹ , dy=do, 
dB"= dẹ. 

Ces formules des variations de x, y, z ont donc toute la génés 
ralité que l’état de la question peut comporter ; et les trois équa- 
tions Z=o, M=o, No, qui résultent de l’évanouissement 
des termes affectés de d4, dw, dọ dans l'équation générale de léqui- 
libre, sont par conséquent les seules nécessaires pour maintenir le 
système en équilibre autour du point donné, abstraction faite dè ce 
qui dépend de la disposition mutuelle des points entre eux. De sorte . 
que lorsque cette disposition est invariable, l'équilibre du système 
‘ ne dépendra que des trois équations dont il s’agit. 


D’Alembert est le premier qui ait trouvé les lois de l'équilibre de 
plusieurs forces appliquées à un système de points de forme inva- 
riable, dans ses Recherches sur la Précession des équinoxes. Il y est 
parvenu d’une manière très-compliquée par la composition et la 
décomposition des forces. Depuis elles ont été démontrées plus sim- 
plement par différens auteurs; mais nos formules ont l'avantage 
dy conduire directement, 


gi, 
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$ IIL 


De la composition des mouvemens de rotation autour de différens 
axes , et des momens relatifs à ces axes. 


11. Si on prend dans le système un point pour lequel les coor- 
données x, y, z soient proportionnelles à dẹ}, dw, dọ, les diffé- 
-rentielles correspondantes dw, dy, dz seront nulles, comme on le 
voit par les formules de l’article 8. Ce point, et tous ceux qui au- 
ront la même propriété, seront donc immobiles pendant l'instant 
que le système décrit les trois angles dẹ}, dw, dọ, en tournant à 
la fois autour des axes des x, y, z. Et il est facile de voir que tous 
ces points seront dans une ligne droite passant par l’origine des coor- 


données et faisant avec les axes des x, y, z des angles À, pe, »; 


tels que 


COSÀA == do 


Cette droite sera l'axe instantané de la rotation composée. 
En employant les- angles A, x, », et faisant, pour abréger, 


= y (d4 + du + de"), 
on aura 


dẹ} = dð cosà, do dd cos,  dp—= dl cosr, 
et les expressions générales de 4x, dy, dx (art. 8) deviendront 
dx = (z cosu — y cos ») dh, 
dy = (xcosr — z cos A) dl, 
dz = (y cos à — x cosu) dh. 


Le carré du petit espace parcouru par .un point quelconque étant 
dx’ + dy? + dz*, il sera exprimé par 
ae COS — y COS y)” (x cosy — 7 C0S À)" + (y COS À — x cos w)°) dE 
RC 192 +z’ — (xcosa y cosu + z cos »)*) dh’, : 


" 
à cause de cos À + cosu’ + COS = 1, 
Mec. anal, Tome I. 


Hee 


d TEASE. EN 
Vaptirpiy de pdp)) O M Va F Ede) 
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Or il est facile de prouver que x COS À + y COS + z cosy = o 
est l'équation d’un plan passant par l’origine des coordonnées et 
perpendiculaire à à la droite qui fait les angles À, 4, » avec les axes 
des x, y, z; donc le poyi Re décrit par un point dpconque 
de ce plan sera als L'ivaehins dant de fe pare Garde on La 
dð ve +y +2), 
et comme l'axe instantané de rotation est perpendiculaire à ce même 
plan, il s’ensuit que dû sera l'angle de la rotation autour de cet 
axe, composée des trois rotations partielles dẹ}, do, dọ autour des 
trois axes des coordonnées. 


19, II suit de là que des rotations quelconques instantanées d4; 
tlw, dọ autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans 
un même point, se composent en une seule dû = y/(d\*+du*+-d@"), 
autour d'un axe passant par le même point d’intersection, et fai- 
sant avec ceux-là des angles À, w, v», tels que 


TERCAN d» _ de. 
cos A= g» COUT, COS 75 


et réciproquement, qu'une rotation quelconque dð autour d’un axe 
donné, peut se décomposer en trois rotations partielles exprimées 
par cosAd8, cosudô, cos»dû autour de trois axes qui se coupent 
perpendiculairement dans un-point de l'axe donné, et qui fassent avec 
cet axe les angles À, 4, »; ce qui fournit un moyen bien simple 
de composer et de ‘décomposer les mouvemens instantanées ou les 
vitesses de rotation. 
| Ainsi, si on prend trois autres axes rectangulaires entre eux, 
qui fassent avec l'axe de la rotation @ les angles 3, À”, A”; avec 
l'axe de la rotation dw les angles w, 4”, w”; et avec l'axe de la ro- 
tation dọ les angles »’,", y"; la rotation d4 pourra se résoudre en 
trois rotations cos \'d£, cos x", cos à”d4 autour de ces nouveaux 
axes; la rotation du se résoudra de même en trois rotations Cos wda, 
cosp'do, cosp”dw , et la rotation dọ en trois rotations cos» 49 ; 
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Coss"dp, cosy”dọ autour des mêmes axes. De sorte qu'en ajoutant 
ensemble les rotations autour d’un même axe, si on nomme W, 
dð, ds" les rotations totales autour des trois nouveaux axes, : 
on aura 

dé = cosà dÙ + cos’ do ~ cosi do, 

d9" = cosà” dẹ + cosu’ do + cos" dọ, 

d3" = cosà” dẹ} + cosx"du + cosi”dọ. 


15. Les rotations dẹ}, dw, dọ sont donc réduites de cette manièré 
à trois rotations @', d8", d8”, autour de trois autres axes rectangu- 
laires, lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition, 
la même rotation 48 qui résulte des rotations d}, dw, dọ; de sorte 


qu'on aura (art. 11), ; i 
dh? = dab” + ab" 4- d0” = + do + de" ; 
el comme cette dernière équation doit être identique, il s’ensuif 
qu’on aura ces relations : 
cos À? cos àA”? = cos À": 
COSM? + cosu’ + cos p”? 
cos y + cos s” -+ cos ÿ° = 1 ; 


=] 
v 


cos N'cosp' + cos X'cosu” + cos À"COSL" = 0, 
cos X'Cos » -+ cos À'cos s” -+ cos À”cos i” = 0, 
COS wcos » -H cosu"cos »’ + cos w”cos »° = 0, 


* Won peut aussi trouver par la Géométrie. 

Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de 44; 
dw, de en db, d8', d8”, en ajoutant ensemble les valeurs de &', 
di", d8”, multipliées successivement par cos à’, COS À”, COS À”, COSM’, 
Cos’, etc.,-on trouvera de cette manière : 

di = cos Xd + cosX"d8" + cos X"d8", 
dw = coswd + cosmadh" +- cosu"db", 
dọ = cos y'dð + cos "dð" ~+ cos »”d”. 


14. Si on nomme de plus w’, 7”, x” les angles que l'axe de la 
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rotation composée d8 fait avec les axes des trois rotations partielles 
aW, db’, d8”, on aura, commie dans Particle 11, 

dð = cos x’, df = cosn"d, da” = cos x" , 
et si dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de &, da, 
d9”, on met pour dẹ, dw, dọ leurs valeurs en dð de l'article 11, 
cos àdð, cosudô, cosvd@, la comparaison de ces différentes expres- 


sions de d’, dð", d#” donnera, en divisant par dð, ces nouvelles re- 


lations 10 
COS a’ = COS À COS N + COS cosa — COS y COSY , 


cos æ” = COS À Cos À’ -+ cos cosu” + COS y COS", 
cos a” = COS À COSA” H COS cosu” + COSY COS”; 


qu'on peut aussi vérifier par la Géométrie. 


15, On voit par lå que ces compositions et décompositions des 
mouvemens de rotation sont entièrement analogues à celles des mou- 
vemens rectlilignes. 

En effet, si sur les trois axes des rotations d}, do, dØ, on prend 
depuis Er point d’intersection des lignes proportionnelles respecti- 
vement à d4}, dw, dọ, et qu'on construise sur ces trois lignes un 
parallélépipède rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce 
parallélépipède sera ľaxe de la rotation composée dð, et sera en 
même temps proportionnelle à cette rotation d9. De là et de ce 
que les rotations autour d’un même axe s'ajoutent ou se retranchent 
suivant qu’elles sont dans le même sens ou dans des sens opposés, ‘ 
-comme les mouvemens qui ont la même direction ou des directions 
opposées, on doit conclure en général que la composition et la dé- 
composition des mouvemens de rotation se fait de la même manière et 
suit les mêmes lois que la composition ou décomposition des mou- 
vemens rectilignes, en substituant, aux mouvemens de rotation, des 
mouvemens rectilignes, suivant la direction des axes de rotation. 


16, Maintenant si dans la formule de Particle 9, 
Lay + Mdo- Na? , 
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laquelle contient les termes dus aux rotations d}, dw, dọ dans la 
formule générale Pdp + P'dp' + P'ap' + etc., on substitue pour 
dẹ}, dw, dọ, les expressions trouvées dans Particle 15, elle deyient 

(LcosN + Mcosw + N cos )db 

+ ( Lcos + Hcosu + N cosv’)d" 

+ (L cosà” + M cosp” + N cos »")d8". 
Donc par l'article 7, les coeficiens des angles élémentaires a, 
dð’, d8” exprimeront les sommes des momens relatifs aux axes des 


rotations dð’, dð", dð”. Ainsi des momens égaux à L, M, N et 
relatifs à trojs axes rectangulaires, donnent les momens 


A Lcos X + Meos + N cosY’, 
Lcos + Mcosu' + Ncosy”, 
L cos X” + M cosp” + N coss”, 
relatifs à trois autres axes rectangulaires qui font respectivement 
avec ceux-là les angles W, wh »’; À", piy sg Ay pa”, vw”. 

On trouve une démonstration géométrique de ce théorème, dans 
le tome VII des Nova acta de l'Académie de Pétershoursg. 


17. Si on suppose les rotations dẹ}, dw, dọ proportionnelles à Z, 
` M, N, ct qu'on fasse 


H= VLEMENT, 
on aura par l’article 11, 


L= H cos, , M = Hcosu," N= H cost, 


et les trois momens qu’on vient de trouver se réduiront, par les 
relations de Particle 14, à cette forme simple, 


H cosa, Hcosz”, H cosa”. 


Or +, a", z” sont les angles que les axes.des rotations &, d8", 
d8” font avec l'axe de Ja rotation composée d9. Donc si on fait 
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coincider l'axe de la rotation 4 avec l'axe dela rotation d9, on a 
n= 0, et a”, a” chacun égal à un angle droit; par conséquent le 
momentautour de cet axe sera simplement Æ, et les deux autres 
momens autour des axes perpendiculaires à celui-ci deviendront 
nuls. 

D'où l’on conclut que des momens égaux à L, M, N et rela- 
tifs à trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique Æ7 
égal à VZ DFE N°, et relatif à un axe qui fait ceux-là les 
angles À, m, », tels que 


L 
cos à = J? 


cosu = Z cos » = à 
dir: AR: pe 

Ce sont les théorèmes connus sur la composition des momens; ef 
il est évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que 
celle des mouvemens rectilignes. On aurait pu la déduire immédia- 
tement de la composition des rotations instantanées, en substituant 
les momens aux rotations qu’elles produisent, comme Varignon a 
substitué les forces aux mouvemens rectilignes, 
SLT 


Propriétés de l'équilibre , relatives au centre de gravité. 


18. Si, dans les formules de Particle g, on suppose que toutes 
les forces P, P’, P", etc. agissent dans des directions parallèles 
entre elles , on aura a=—a'=a", etc., b=p' =p’, ete., A TA 
par conséquent si on fait, pour abréger, 

X= Px 4 PE + P'x + ete., 
Y = Py + Py + Py. + etc., 
Z = Pz + Pz a Cie 
les quantités Z, M, N deviendront 
L = Ycosy — Z cosB, 
M = Z cosa — X cosy, 
N = Xcosß — Y'cosa. 
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Et les équations de équilibre seront L=0, M=o, N=o, 
dont la troisième est ici une suite des deux premières. Mais comme 
on a d’ailleurs l'équation cos æ*-}cos B°--cos7"=1 (sect. IT, art. 7), 
on pourra déterminer par ces Saos les angles &, B, y, et l'on 
irouvera 
= VEF rF? 
cos B z= Re EE 
TA va C aia at asi J 
ORLEA 
VA + y’ -+ Z" y 
-Donc la position des corps étant donnée par rapport à trois axes, 
il faudra, pour que tout mouvement de rotation du système soit dé- 
truit, que le système soit placé relativement à la direction des forces, 
de manière que cette direction fasse ayec les mêmes axes les angles 


æ, B, y qu'on vient de déterminer. 


COS y = 


19. Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles «, 8, y 
demeurcraient indéterminés, et la position du système, relativement 
à la direction des forces, pourrait être quelconque; d’où résulte 
ce théorème, que si la somme des produits des forces parallèles , 
Par leurs distances & trois plans perpendiculaires entre eux , est 
nulle par rapport à chacun de ces trois plans, l'effet des forces 
pour faire tourner le système autour du point commun d’intersection 
des mémes plans , se trouvera détruit. 

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnéllement à 
la masse; ainsi dans un système de corps pesans, si on cherche un 
point tel , que la somrme dés masses multipliées par leurs distances à 
un plan passant par ce point, soit nulle relativement à trois plans 
perpendiculaires , ce point aura la propriété que la gravité ne pourra 
"imprimer au système aucun mouvement de rotation autour du 
‘même poirit: C’est ce point qu'on appelle centre Là Ga ét qui 
est d’un usage si étendu dans FAP la Mécanique. ” 


Pour le déterminer, il ny à qu'à chercher sa distance à trois 
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plans perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits 
des masses par leurs distances à un plan passantpar le centre de gras 
vité est nulle, la somme.des produits des mêmes masses par leurs dis- 
tances à un autre plan parallèle à celui-ci, sera nécessairement égale 
au produit de toutes les masses par la distance du centre de gravité 
au même plan; de sorte qu'on aura cette distance en divisant la 
somme des produits des masses et de leurs distances, par la somme 
même des masses; et de là résultent les formules connues pour les 
centres de gravité des lignes , des surfaces et des solides, 


20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins 
connue, et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu’elle 
est indépendante de la considération étrangère des plans auxquels 
on rapporte les différens corps du système, et qu’elle sert à déter- 
Miner leur centre de gravité par la simple position respective des 
corps. Voici en quoi elle consiste. 

Soit Æ la somme des produits des masses prises deux à deux 
et ‘multipliées de plus par le carré de leur distance respective, cette 
somme étant en même temps divisée par le carré de la somme des 
masses. | i à | j 

Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré 
de sa distance à un point quelconque donné, cette somme étant di- 
visée par la somme des: masses. 


On aura VB — 4 pour.la distance du centre de gravité de 
toutes les masses au point donné. Ainsi comme la quantité 4 est 
indépendante de ce point, si on détermine les valeurs.dè 2. par 
rapport à trois points: différens pris dans le système ou hors du 
système, à volonté, on aura les distances du centre de gravité à ces 
trois points, et par conséquent sa position par rapport à ces points. 
Si les corps étaient tous-dans le même plan, il suffirait de consi- 


dérer deux points, et il n’en faudrait, qu’un seul si tous les corps 
étaient dans une ligne donnée. bis 


. Æn prenant les points donnés dans les corps mêmes du système, 
la 
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la position. de son centre-de: gravité. sera, donnée-uniquement : par 
les masses el par leurs distances respectives. C’est en quoi consiste 
le principal avantage de cette, manière de déterminer le centré de 
gravité. 

Pour la RARE je RETI Ki expressions de X, Y, Z 
de l'article 18, ‘et prenant’ de plus trois quantités ‘arbitraires | fre 
A, je forme ces trois équations RAS faciles à vérifier, 10? 


li Pe D PE B EA E oiin 
= (PH-P'-EP'Fett PES) P'a- G lalaki (x Éd ne ut) 
= P Pt) PP Ppa a") — ete. 
(Y—(P +P + P" ete.) g) 
= (PPEP eti) (BU AEE NP trile ) 
PP yyy = PPV EPB e À 
(Zien en Le -+ P’ + etc,) %4) 
= (PP Pet.) (P(e—h) EP (eh) +P (eh) ete:) 
PP (e=) = PP (z = PP) = ete n 


Les quantités : P, P',P", etc. représentent, les poidsiou les masses 
des FOFPe qu leur sont, propor tionnelles. , et lesi quantités miy, #3 

Xa y, Z, x, Etc. sont les coordonnées rectangles. de ces.corps. Or, 
nous avons vu (art. 19) que lorsque Porigine des coordonnées est 
dans le centre de gravité, les trois quantités X, Y, Z sont nulles, 
Si donc òn fait dans les trois équations édités" € aoi Y Lo, 

=0, qu'on les ajouté ensémble, et quoni Stppése, Pour abréger 


E TE EE AE 
(=f F Taen Op à 
ef} tyme) t EZ =) a ouh S 

CS) + (y gy H E1 h = (a)i o som 
etc. | pen» cout Fe 

Ge) y Syy HE) = (01), 
(ee) (y pe Ge) = (0,2), 

(ia PA E i Ga 

ANE tC: | ! 
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on aura, après avoir divisé par (P + RE etc.) , 
O PO E PU) LPC) E eto. 
ARTE PAPE PATRON CUT 
PP'(0,1)° + PP"(0,2)*.+ P'P'(1,2)° + etc. 
bot het y 
Si on nada maintenant les trois quantités f, g, 2 pour les coor- 
données rectangles d’un point donné, il est visible que r sera la 
distance de ce point au centre de. gravité qui est supposé dans 
Vorigine des coordonnées, qu (o), (à); (2), etc. seront Jes distances 
des poids P, P’, P", etc. à ce même point,-et que (0,1); (0,2), 
(1,2), etc. seront les distances entre les corps ou poids P et P’, 
Pet, P', P’ et P’, etc. Donc l'équation ci-dessus. deviendra 
A pe — 4) d'où Pon tire r= VB = 4). - 


Ra "4 6 V) 


Propriétés de l'équilibre, relatives -aux maxima et minima. 


Pare Nous/allons( considérer maintenant les maxima et minima 
qui peuvent avoir lieu dans pi en èt pour celà nous repren- 
d'ôns la forrnulé ‘générale Ç 

(ap Aa Qdg + Rdr + etc. == 0 
équilibre entre, les, forces P, Q,.R, etc., dirigées suivant l 
ju Pr Inda Cr qui, aboutissent aux. centres.-de:.ces forces 
(Sect. JI, art. 4) 

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manière 

que la quantité Pdp me Qdg + Rdr + etc. soit une différentielle 


exacte d’une fonction dé } Pi’ xja etc. P Taquelie soit représentée par IT, 
ensorte que Pon ait ~ ` 


dD = Pdp + Qdg + Rdr + ete. 
Alors on aura pour l'équilibre cette équation d =o; laquelle fait 


voir que le système doit être disposé de manière que la fonction T 
y soit, généralement parlant , un maximum ou un minimum, 
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‘Je: dis généralement parlant ; ar on sait que l'égalitérd’'ume diffé: 
rentielle à zéro’ n'indique pas-toujoursiun/matimum owu à mini 
mium, comme on le-voit: par Ja:théorie dés courbes::«e oten iii 
La supposition précédente a lieu ‘en général lorsque [les: forces 
P, Q, R,; etc. tendent réellémeñt:où à des points:fixes, ‘ou à des 
corps du méme système, ef soht proportionnelles:: à des fonctions 
quelconques des distancès; ce qui est'propremerit le.cas de lanature: 
Ainsi dans cette hypothèse de forces, le système sera-eiéquilibre 
lorsque la fonction IT sera un maximum ou un minimum ; Cest en 
quoi consiste le principe qu DOREPERE ONE avait popas? sons lgi nom 
de Li de repos. i t 
Düns un système dé Corps pésaris | ch pr les forces P; 
Q, R, etc. provenant dé la gravité, Sont, Comme l'on sait, pro- 
portionnélles aux masses des corps, èt par conséquent constantes, 
ët les distances Pr etc. concourent au centre de Lx terre. On 
aura dont dans ce éas T= Pp + Oy di Rr etc} par conséquent, 
puisque les lignes P; F2 ř, ‘etc. Sont censé es ga a gite 
m 


SIUL 


POLARE. exprimera la distance du centre de gravité de. tout 


le système au: centre: dela: terre; laquelle sera donc:un minimum où 
un mévimüm ; \ôrsque le systèméisera en équilibres elle sera; ‘par 
exemple; unmininum dans le .cas:de la, chainettep et un rratimum 
dans le; cas de plusieurs-globules, qui se.soutiendraiënt e en forme de 
voüte, Ce principe est connu: depuis iiri 1 etwoji 


23. Si mantenant on considère le, même systéme gpl mouvement, 
et que v, u', u", etc, soient les vitesses, et m, m', m, etc, „les 
masses respectivés , des différens corps. qui, le composent; le principe 
si, conņu de Za conservation des forces vives, dont nous donnerons 
une démonstration, dir ecte et génér ale, dans la seconde partie, four- 
nira cette équation, buoviveh IL aolondt sl 010 a ot 2% 6611109 


mu’ + mu + m” ru’, + ae = = const. — -20 i 
Donc, puisque dans létat: d'équilibre la ris Tebang ns 
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müm owi haximum ; il s'ensuit ; que da: quantité vn’ m'a" 
+ multstsetessquisexprime la force vive de toùt le système, sera 
en même temps-uhimaxinuin Où minimumiş ceiui donne cet autre 
principe dleStatique, que de toutes les situations que prend  succes- 
sivementile système ; celle où ilaila plus grande ou la plus petite 
force wivestést: auésirvellé toù il lé faudrait placer d’abord, pour qu'il 
restét en équilibre La ke Mere de Apadémis des Sciences 
daig jet: 2749: W] Ee gl 9! j 
k 23. On vient de we: ‘aie la menini est un mimimum ou un 
maximum, lorsque la position du système est celle de l'équilibre ; 
nous. allons maintenant démontrer que si cette fonction est un, mi- 
nimu; al r féquilibre aura de la stabilité; ensorte. que le système étant 
d'abord, supposé, dans, L'état, d'équilibre s, et venant, ensuite à être 
tant soit, peu déplacé. de cet. état, il tendra, de lui-même à sy. res 
mettre, en, faisant, des. oscillations infiniment pelites; qu'au con- 
taire, ADs, locas, où Ja méme fonction sera UD maximum , l'équi- 
libre n aura pas de stabilité, et qu étant une fois troublé, le système 
pourra fire des osdilfitions qui ne séront pas très-petites , et qui 
pourront: l’écarter de plus ‘en plus de son prémier état. 
18Pourdéméntrer {cette ‘proposition drame manière. générale’, je 
considère: que 4 quélle:que puisée-être la forme:dursystème ; s'po- 
sition; 1cest-ä-dire!/cellédes’différens corps qui le! composent, séra 
toujours déterminée ‘par! uri certain nombre dë variables ,-et que la 
quantité | I sera une fonction donnée de ces mêmes variables. Suppo- 
“SUR qu e dans, la ee d'équilibre | les variables dont ils ’agit soient 
è iles aá, b;'e, etc., è t que d “dans” une situation irés-prohe de celle-ci, 
kient dap Fy, ctz, letc. , les quantités X, y, Z, etc. étant 
NN, substituant ces deeras valeurs dans la fonction IT, 
et réduisant én série, suivant les dimensions des quantités meer 
petites x, y, z, etc., la fonction I deviendra de cette formé , 


i= =A BF ty F De ue atarin aa 
SEPRE GAY E Hya E Kb Le H Me ele oT 
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les quañtités 4, B, C, etc. étant données en a, b, c, etc. Mais’ 


dans l'état! d'équilibre la valeur de af doit être nulle, de quelque 
manière qu’on fasse varier la position du système; donc il faudra 
que la différentielle de 11 soit nullé en général, lorsque x, y, z, etc. 
sont=0; donc B=0,C=0, D =o; etc: UML qu Ar EN à 

On aura donc pour une situation quelconque très -proche de oelle 


de l'équilibre, cette expression de IT, gus dounet- olta 1raftannt t Que r 
quilibre, p 


pr 


I = A + Fr + Gay 4-Hy’ + Kxz + Lyz+ Mz ete., 


dans laquelle, tant que les variables +, y, z, etc. sont très-petites, 


il suffira detenir compte des secondes dimensions de ces variables. 


24, Maintenant ilest clair que pour que la quantité TT soit toujours 
un minimum , lorsque w, y, z, etc. sont nulles, il faut que la fonction 
Fx’ + Gxy + Hy° + Kxz + Lyz+ Ms + etc, : 


que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que sojent 
les valeurs des variables x, y, z, etc. 


Or cette fonction est réductible à la forme 
X = fr gr + HE + ete., 


fF, 
EE aai à + etc., 


en faisant 


s= HF 
= y Eu (z— -F é tete., 


E I? 
h = En nt) (es) mi 
NA 4f 48? 
{= z + etc., 
etc 


Donc, pour qu’elle soit toujours positive, il faudra que les coeffi- 
ciens: f, g, Ay etc, soient positifs; et on voit en même temps que 


ÖA d 


_à 
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si ces coefficiens sont positifs, la valeur de X sera nécessairement 
positive, puisque les quantités £ ; n; ¢, etc. sont réelles lorsque les 
variables x,y; z, etc. le sont. 

Si au contraire la quantité IT devait être toujours un maximi 
lorsque x, y, z, etc. sont nuls, il faudrait. que la fonction X fùt 
constamment négative, et par conséquent que les coeficiens f; g, 
h, etc. fussent négatifs; et réciproquement , si ces coefficiens sont 
négatifs, il s’ensuivra que la valeur de X sera nécessairement 
négative. 


25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimen- 
sions des quantités très-petites x, y, z, etc., 


= A + SE + g + AE cto., 
ct l'équation de la conservation des forcés vives (art. 22) deviendra 
Mu +M'u"+M"u"4ete.—=const— adaf? 2—9pn—2h0", etc, 


Or dans Pétat d'équilibre on a (hyp.) x=0, y=0, z=0, etc.; 
donc aussi =0, n=0 , = 0; etc. (art. 19); donc si on sup- 
pose qu'on dérange le système de cet état, en imprimant aux corps 
M', M", M", etc. les vitesses! très-petités 77, 77, V”, etc., il 
faudra que l'on ait v= #7", "=", u" =V", etc., lorsque £—=0, 
n=0, =o, etc. On aura donc M'K” + MF" + M"F" Het. 
= const. — 2,4; ce qui servira à déterminer la constante arbitraire, 

Ainsi l'équation précédente deviendra 
M'u’ M'u- M'u"+ etc, = nur M” yV" etc, 

— 2f Ẹ* Fi lié —2h£", etc, , 
d’où il est aisé de tirer ces deux-conclusions: 

1°. Que dans le cas du minimum de I, dans lequel les coeft- 
ciens f, g, A, ete. sont tous positifs, la quantité toujours positive 
af'£ + agn° + 2h£° + etc. devra nécessairement être moindre, ou 
du moins ne pourra pas être plus grande que’ la quantité. donnée 
MP MF” M” ete., qui est elle-même trés-petite ; 
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par conséquent si où nomme cette quantité 7, on aura pour js 


cune des variables £, n, €, etc. ces limites + V3 F’ g 


Es 
== yi zz €tc,, entre lesquelles elles seront nécessairement renfer- 


mées; d’où il suit que dans ce cas le systéme ne pourra que s’écarter 


très-peu de son état d'équilibre, et ne pourra faire que des osgillar 
tions Las et d’une étendue déterminée, ? Ai hie Adeta 


°. Que dans le cas du maximum de TI, dans LE les coefficiens 
i » 8> h, etc. sont tous négatifs, la quantité toujours positive 
— afg — ogn aht, etë. pourra croître à l'infini, et qu'ainsi 


le système pourra écarter de plus en plus de son état d’ équilibre. $ € 


Du moins l'équation ci-dessus fait voir que dans ce cas rien mem- 
pêche que les variables £, n, €, etc. n’aillent toujours en augmen- 
tant, mais ilne s'ensuit pas encore qu’elles doivent en effet aller 
en augmentant ; nous démontrerons cette dernière proposition dans 
la section cinquième de la Dynamique. 

Si tous les coefficiens f, g, 4, etc. étaient nuls, on sait, par les 
méthodes de maximis et minimis > qu'il faudrait, pour l'existence 
Qun minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimen- 
sions disparussent, et que ceux de quatre dimensions fussent cons- 
tamment positifs ou négatifs; et c’est aussi de cette manière qu'on 
pourra juger de la stabilité de l'équilibre donné par évanouissement 


des termes de la première dimension, lorsque ceux de deux dimen- 
sions s’évanouissent en même temps. 


26. Au reste, ces propriétés des maxima et minima, qui ont lieu 
dans Téquilibre Qun système quelconque de forces, ne sont qu'une 
conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée 
du principe des vitesses virtuelles à la fin de la première section. 

En effet, soit p la distance entre les deux premières moufles, 
lune fixe, Pautre mobile, jointes par P cordons qui produisent une 
force proportionnelle è à P, et qu'on peut représenter simplement 
par P, en prenant le poids qui tend la corde pour Punité; soit de 


1. 
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même g la distance entre les deux moufles qui produisent la force Qy 
r distance entre les moufles qui produisent la force R, etc. Il est 
évident que Pp sera la longueur de la portion de la corde qui em~ 
brasse les deux premières moufles; pareillement, Qg, Rr, etc. ses 
ront les longueurs des portions dela corde qui embrasse les, autres 
moufles ; de sorte que la longueur totale de la corde embrassée par 
les moufles fixes et mobiles sera Pp + Qg + Rr +etc. 

Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la 
corde qui se trouveront entredes poulies fixes pour faire les renvois 
nécessaires au changement de direction, et que nous. désignerons 
par a; ajoutons-y encore la portion de la corde qui se trouvera 
entre la dernière poulie de renvoi et le poids attaché ài l'extrémité 
de la corde, et que nous désignerons par .#;,.enfin soit,,2 la lon: 
gueur totale de la corde, dont la première extrémité est. fixement 
attachée à un point immobile dans l’espace, et dont l’autre-extrémité 
porte le poids; on aura évidemment l'équation 


l= Pp F Qg + Rr etc. + a+u, 
goù lon tire 
u = l — ar Pp = Qq — Rr = ètc: 


Or en supposant les forces P, Q, R, etc. constantes, c’est-à-dire 
indépendantes de p, g, r, elc., ce qui est toujours permis dans 
l'équilibre où Pon ne considère que des déplacemens infiniment pe- 
tits, il est visible que la quantité Pp + Qq + Rr + etc. sera la 
même que nous avons désignée par I] dans l’article 21; ainsi on 
aura en général v= ¿—a—N, où Z et a sont des quantités 
constantes, 


27. Maintenant il est clair que comme le poids tend à descendre 
le plus qu'il est possible, l'équilibre maura lieu en général que lors- 
que la valeur de w, qui exprime la descente du poids depuis Ja 
poulie fixe, sera un maximum, et que par conséquent celle «de I 

sera 
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sera un minimum; et Pon voit en même temps que dans ce cas 
l'équilibre sera stable, parce qu’un petit changement quelconque 
dans la position du système ne pourra que faire remonter le poids, 
lequel tendra à redescendre et à remettre le système dans l'état 
d'équilibre. ‘ 

. Mais nous avons vu que pour l'équilibre il suffit que Pon ait 
dI =o, et par conséquent du = 0; ce qui a lieu aussi lorsque la 
valeur de u est un minimum , auquel cas le poids , au lieu d’être le 
plus bas, sera au contraire le plus haut. Dans ce cas, il est visible 
qu’un petit changement dans la position du système ne pourra que 
faire descendre le poids, qui alors ne tendra plus à remonter, 
mais à descendre davantage, et à éloigner de plus en plus le sys- 
tème du premier état d'équilibre; d’où il suit que cet équilibre maura 
point de stabilité, et qu'étant une fois troublé, il ne tendra pas à 
8e rétablir, 


Méc. anal. Tome T. 3a 
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QUATRIÈME SECTION. 


Manière plus simple et plus générale de faire usage de la 
formule de l’équilibre, donnée dans la seconde Section. 


2. Csux qui jusqu'a présent ont écrit sur le principe des 
vitesses virtuelles, se sont plutôt attachés à prouver la vérité de 
ce principe par la conformité de ses résultats avec ceux des prin- 
cipes ordinaires de la Statique, qu'a montrer l'usage qu'on en peut 
faire pour résoudre directement les problèmes de cette Science. Nous 
nous sommes proposés de remplir ce dernier objet avec toute la gé- 
néralité dont il est susceptible, et de déduire du principe dont il 
s’agit, des formules analytiques qui renferment la solution de tous 
les problèmes sur l'équilibre des corps, à peu près de la même ma- 
nière que les formules des soutangentes, des rayons osculateurs, etc. 
renferment la détermination de ces lignes dans toutes les courbes. 
La méthode exposée dans la seconde section, peut être employée 
dans tous les cas, et ne demande, comme on Pa vu, que des opé- 
rations purement analytiques; mais comme l'élimination immédiate 
des variables ou de leurs différences, par le moyen des équations 
de condition, peut conduire à des calculs trop compliqués, nous 
allons présenter la mêmé méthode sous une forme plus simple, en | 
réduisant en quelque manière tous les cas à celui d’an’système en- 
tiérement libre. 
SI. 


Méthode des Multiplicateurs. 


2. Soient L=o, M=o, N=o, ctc. les différentes équations 
de condition données par la nature du système, les quantités Z, 
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M, N, ctc. étant des fonctions finies des variables x, y, z, #/, y, 
g’, etc.; en différentiant ces équations, on aura celles-ci, dL = 0, 
dM =o, dN =o, etc., lesquelles donneront la relation qui doit 
avoir lieu entre les différentielles des mêmes variables. En général, 
nous représenterons par dL=0, dM=o, dN=o, etc. les équa- 
tions de condition entre ces différentielles, soit que ces équations 
soient elles-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que les 
différentielles n’y soient que linéaires. 

Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu'à élimi- 
ner un pareil nombre de différentielles dans la formule générale de 
Yéquilibre, après quoi les coefficiens des différentielles restantes 
doivent être égalés chacun à zéro, il n’est pas difficile de prouver 
par la théorie de l'élimination des équations linéaires, qu’on aura 
les mêmes résultats si on ajoute simplement à la formule dont il 
s’agit, les différentes équations de condition dL = o, dM= o0, 
dN=o, etc., multipliées chacune par un coefficient indéterminé ; 
qu'ensuite on égale à zéro la somme de tous les termes qui se trouvent 
multipliés par une même différentielle, ce qui donnera autant d’équa- 
tions particulières qu'il y a de différentielles; qu’enfin on élimine 
de ces dernières équations les coefficiens indéterminés par lesquels 
on à multiplié les équations de condition. 


5. De là résulte donc cette règle extrêmement simple pour trou- 
ver les conditions de l'équilibre d’un système quelconque proposé. 

On prendra la somme des momens de toutes les puissances qui 
doivent être en équilibre (sect. IT, art. 5), et on y ajoutera les diffé- 
rentes fonctions différentielles qui doivent être nulles par les condi- 
tions du problème, après avoir multiplié chacune de ces fonctions par 
un coefficient indéterminé; on égalera le tout à zéro, et Pon aura 
ainsi une équation différentielle qu’on traitera comme une équation 
ordinaire de maximis et minimis , et d’où l’on tirera autant d'équa- 
tions particulières finies qu'il y aura de variables; ces équations 
étant ensuite débarrassées, par l'élimination, des coefliciens indé- 
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terminés, donneront toutes les conditions nécessaires pour léqui- 
libre. 

L'équation différentielle dont il s’agit sera o4bn6 de cette forme, 
Pdp + Qdq + Rdr + etc. + AdL + ud M + vaN + etc. = 0, 
dans laquelle À, x, », etc. sont des quantités indéterminées; nous 

la nommerons dans la suite, équation générale de l'équilibre. 
Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle 
que x, de chacun des corps du système, une équation de la forme 


i 


Fo : 
dL 


AE: LHRT + ete. + AS LE He M, D etc.=0; 
ensorte que le nombre de ces équations sera égal à celui de toutes 
les coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particu- 
lières de l’équilibre. 


4. Toute la difficulté consistera donc à éliminer de ces dernières 
équations, les indéterminées À, x, », etc.; or c’est ce qu’on pourra 
toujours exécuter par les moyens connus ; mais il conviendra dans 
‘chaque cas de choisir ceux qui pourront conduire aux résultatsiles plus 
simples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions né- 
cessaires pour l'équilibre proposé, et comme le nombre de ces équa- 
tions sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps du sys- 
tème moins celui des indéterminées à, w, », etc., qu'il a fallu 
éliminer, que d’ailleurs ces mêmes indéterminées sont en même 
nombre que les équations de condition finies L=o, M=0, 
-N=o, etc., il s’ensuit que les équations dont il s’agit, jointes à 
-ces dernières; seront toujours en même nombre que les coordon- 
nées de tous les corps ; par conséquent, elles suffiront pour déter- 
¿miner ces coordonnées, et faire connaître la position que chaque 
corps doit prendre pour être en équilibre. 


5. Je remarque maintenant que les termes AdZ, mdM, etc. de 
- l'équation générale de l'équilibre, peuvent être aussi regardés comme 
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représentant les momens de différentes forces appliquées au même 
système. 

En effet,  EUREOERÉ dL une fonction différentielle des variables 

x, y, z’, x", y, etc. qui servent de coordonnées à différens corps | 
du système, cette fonction sera composée de différentes parties que 
je désignerai par dZ’, dZ”, etc., ensorte que dL=dL' + dL'+etc, 
dL’ ne renfermant que les termes affectés de dx’, dy’, dz‘, dL''mè 
renfermant que ceux qui contiennent dx", dy', ds”, et ainsi de 
suite. 

De cette manière, le terme A4Z de l'équation générale sera 
composé des termes AdZ/, AdL’, etc. Or si on donne au terme adL. 
la forme suivante : 


ay w+ )+ CG w) * SOE + cou EN fpa 


il est clair, par ce qu’on a dit dans l’article 8 de la iese sec- 
tion, que cette es peut représenter le moment d’une force 


dENS, [dl er . 
=À VITA (i a) + (ay) T) , appliquée au corps dont les coor- 
données sont x’, y’, z’; et Fr. perpendiculairement à la surface 
qui aura pour équation dL/—0, en ny regardant que x,y’, z 
comme variables. De même le terme 24Z' pourra représenter le 


, =A VEN TENTE 5/4 zioa 
. moment d’une force = à ( Ta) + ( a) + (Gr) , appliquée au 
. corps qui a pour coordonnées x”, y”, z", et dirigée perpendiculaire- 
ment à la surface courbe, dont Péquatiôn sera dL’= 0, en m'y re~ 


- gardant que x”, y” z" comme variables, et ainsi de suite. 
Donc en général le terme À4Z, sèra équivalent à l'effet de diffé- 


rentes forces exprimées par À V ECEE ES F; 


dLNe | fdry Sap È 
À VO Ta) D) cis G T). , etc., et appliquées respectivement 
aux Corps qui PER aux coordonnées x’, y’, z', x”, J'> 2’, tC., 
suivant des directions perpendiculaires aux différentes surfaces 
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courbes représentées par l'équation 4Z=0, en y faisant varier pre“ 
mièrement x’, y’, z’, ensuite x", y”, z", et ainsi du reste. 


6. En général, on pourra regarder le terme A4Z, comme le mo- 
ment d’une force À tendante à faire varier la valeur de la fonction Z, 
et comme dZ,=d1/+dL'4etc., le terme A4Z exprimera les mo- 
mêns de plusieurs forces égales à À, et tendantes à faire varier la 


‘fonction Z, en ayant égard séparément à la variabilité des diffé- 


? 


- rentes coordonnées x’, y’, z, x”, y", z", etc. Il en sera de même 


des termes dM, vaN, etc. (art. 9, sect. IT). 

Comme dans l'équation générale de l'équilibre (art. 3) les forces 
P, Q, R, etc. sont supposées dirigées vers des centres auxquels 
aboutissent les lignes p, q, r, etc., et par conséquent tendantes à 
diminuer ces lignes, il faudra également regarder les forces À, x, etc. 
comme tendantes à diminuer les valeurs des fonctions L, M, etc. 


7. Il résulte de là que chaque équation de condition est équi- 
valente à une ou plusieurs forces appliquées au système, suivant 
dés directions données, ou en général tendantes à faire varier les 
valeurs de fonctions données, ensorte que l'état d'équilibre du sys- 
tème serale même, soit qu’on emploie la considération de ces forces, 
ou qu'on ait égard aux équations de condition. 

Réciproquement ces forces peuvent tenir lieu des équations de 
condition résultantes de la nature du système donné; de manière 
qu’en employant ces forces, on pourra regarder les corps comme 
entièrement libres et sans aucune liaison. Et de là on voit la raison 
métaphysique, pourquoi l'introduction des termes A4ZL--udM--<tc. 
dans l'équation générale de l'équilibre, fait qu’on peut ensuite traiter 


cette équation comme si tous les corps du système étaient entiè- 


rement libres; c’est en quoi consiste l'esprit de la méthode de cette 
section. 

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des 
résistances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liai- 
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son 1 mutuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du 
système, pourraient s'opposer à leur mouvement; ou plutôt ces 
forces ne sont que les forces mêmes de ces résistances, lesquelles 
doivent être égales et directement opposées aux pressions exercées 
par les corps. Notre méthode donne, comme l’on voit, le moyen de 
déterminer ces forces et ces résistances; ce qui n’est pas un des 
moindres avantages de cette méthode, 


8. Dans les cas où les forces P, Q, R, etc. ne sont pas en 
équilibre, et où l’on demande de les réduire à des forces équivalentes 
dont les directions soient données, il suffira d’ajouter à la somme 
des momens des forces P, Q, R, etc. les momens résultans des 
équations de condition Z=0o, M—o, etc. , et Pon aura la somme 
des momens des forces équivalentes aux’ forces P, Q, R, etc. età 
l’action que les corps exercent les uns sur les autres, en vertu de 
ces mêmes équations de condition. 

En employant ainsi toutes les équations de condition données par 
la nature du système proposé, on pourra regarder comme indépen- 
dantes les coordonnées de chaque corps du système, et l’on aura pour 
chacune de ces coordonnées, telle que x, une quantité de la forme 


wigi A E = + etc. 
A - tam N etc. 


qui exprimera la force résultante suivant la direction de la ligne x, 
laquelle devra être nulle dans le cas d'équilibre, comme on l'a vu 
dans l'article 3. 

$ IT. 
Application de la méme méthode à la formule de l'équilibre des 


corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces 
quelconques. 


9: Jusqu'ici nous avons considéré les corps comme des points ; 
et nous ayons yu comment on détermine Jes lois de l'équilibre de 
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ces points, en quelque nombre qu'ils soient, et quelques forces qui 
agissent sur eux: Or un corps d’un volume et d’une figure quel- 
conque, m’étant que l'assemblage d’une infinité de parties ou points 
matériels , il s'ensuit qu’on peut déterminer aussi les lois de l’équi- 
libre des corps de figure quelconque, par l'application des principes 
précédens. 

En effèt, la manière ordinaire de résoudre les questions de Mé- 

canique qui concernent les corps de masse finie, consiste à ne 
considérer d’abord qu'un certain nombre de points placés à des 
distances finies les uns des autres, et à chercher les lois de leur 
équilibre ou de leur mouvement; à étendre ensuite cette recherche 
à un nombre indéfini de points; enfin à supposer que le nombre 
des points devienne infini, et qu'en même temps leurs distances 
deviennent infiniment petites , et à faire aux formules trouvées pour 
un nombre fini de points, les réductions et les modifications que 
demande le passage du fini à l'infini. 
Ce procédé est, comme l’on voit, analogue aux méthodes géo- 
métriques et analytiques qui ont précédé le calcul infinitésimal ; et 
si ce calcul a l'avantage de faciliter et de simplifier d’une manière 
surprenante, les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, 
il ne le doit qu'à ce. qu'il considère ces lignes en elles-mêmes, et 
comme courbes, sans avoir besoin de les regarder, premierement 
comme polygones, êt énsuite éomme courbes. H y aura donc à 
peu près le même ayantage à traiter les problèmes de Mécanique 
dont il est question par des voies directes, et en considérant immé- 
diatement les corps de masses finies comme des assemblages d’une 
infinité de points ou corpuscules, animés chacun par des forces don- 
nées. Or rien n’est plus facile que de modifier et simplifier par cette 
considération, la méthode générale que nous venons de donner, 


10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que dans 
Tapplication.de cette méthode aux corps d’une masse finie, dont tous 
Jes points sont animés par des forces quelconques, il se présente 

naturellement 
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naturellement deux sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer. 
Les unés se rapportent aux différens points qui composent le corps; 
les autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points, 
et représentent seulement les espaces infiniment petits que chaque 
point peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie in- 
finimént peu. Commé jusqu'ici nous n'avons eu que des diffé- 
rences de cette dernière espèce à considérer, nous les ayons désignées 
par la caractéristique ordinaire d; mais puisque nous devons main- 
tenant avoir égard aux deux espèces de différences à la fois, et qu'il 
est par conséquent nécessaire d'introduire une nouvelle caractéris- 
tique, il nous paraît à propos d'employer l'ancienne caractéristique d 
pour désigner les différences de la première espèce qui sont ana- 
logues à celles que Pon considère communément en Géométrie, et 
de dénoter les différences de la seconde espèce qui sont particulières 
à la matière que nous traitons, par la caractéristique d’, ‘employée 
dans le Calcul des variations, avec lequel celui dont il s’agit ici a 
une liaison intime et nécessaire. 

Nous nommerons même, par cette raison, variations les diffé- 
rences affectées de d, et nous conserverons le nom de différentielles, 
à celles qui sont affectées de d. Du reste les mêmes formules qui 
donnent les différentiellés ordinaires , donneront aussi les variations, 
én substituant d'à la place de d, 

11. Je remarque ensuite qu'au lieu de considérer la masse don- 
née comme un assemblage d'une infinité de points contigus, il fau- 
dra, suivant Pesprit” du calcul infinitésimal, Ja considérer plutôt 
comme composée d’élémens infiniment petits, qui soient du même 
ordre de dimension que la masse entière; quainsi pour avoir les forces 
qui animent chacun de ces élémens, il faudra multiplier par ces 
mêmes élémens, les forces P, Q, R, etc., qu’on suppose appliquées 
à chaque point. de ces élémens ,„ et qu’on -regardera comme des 
forces accélératrices , analogues à celles qui proviennent de lac- 
tion de la gravité. 

Méc. anal. Tom. I. 11 
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Si donc on nomme m la masse totale, et dm un de ses élémens: 
quelconque, on aura Pdm, Qdm, Rdm, etc. pour les forces qui 
tirent l'élément dm, suivant les directions des lignes p, g, r,,etc. 
Donc multipliant respectivement ces forces par les variations dp, 
dy; dr, etc. , on aura leurs momens;.dont la somme, pour chaque élé- 
ment dm, sera représentée par la formule (Pd\p+Qdy+Rdr-t-etc.)dm; 
et pour avoir la somme des momens de toutes les forces du système; 
il n’y aura qu’à prendre l'intégrale de cette formule par rapport à 
toute la masse donnée. 

Nous dénoterons ces intégrales totales, c’est-à-dire relatives à 
Pétendue de toute la masse; par la caractéristique majuscule S, er 
conservant la caractéristique ordinaire / pour désigner les intégrales 
partielles ou indéfinies. 


12, On aura ainsi pour la somme des momens de toutes les forces 
du système, la formule intégrale 


S(Pdp + Qdq + Rdr + etc.)dm; be 
et cette quantité devra être nulle en général dans. l’état d'équilibre 
du système. 

Comme par la nature du système il y a nécessairement des 
rapports donnés entre les différentes variations dp, dg, dr, etc., 
relatives à chaque point de la masse, il faudra Jes réduire à un 
certain nombre de variations indépendantes et indéterminées; et 
les termes multipliés par ces dernières variations, étant égalés à zéro, 
donneront les équations particulières de l'équilibre. Mais ces réduc- 
tions, pouvant être embarrassantes, il conviendra de les éviter par le 
moyen de la méthode des multiplicateurs que nous venons de donner 
dans le paragraphe précédent. 


15. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s’agit ici, nous 
supposerons que Z—0, M—o, etc. soient les équations de con- 
dition qui doivent avoir lieu par la nature du problème, par rapport 
à Chaque point de la masse, et nous les nommerons éguations de 
condition indéterminées. 
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Les quantités Z, A, etc. seront ici des fonctions des coor- 
données finies x, y, z qui répondent à chaque point de la masse 
donnée, et de leurs différentielles d’un ordre quelconque. 

Ces équations étant différentiées suivant d, on aura celle-ci : 
d'£=0o, d'M=0o, etc. On multipliera les quantités cL, AM, etc. 
par des quantités indéterminées À, 4, etc.: on en prendra l'inté- 
grale totale, qui sera par conséquent représentée par la formule 
SASL- yd HT +-etc.), et ajoutant cette intégrale à celle de Particle 
précédent , on aura l'équation générale de léquilibre. 

On observera qu'il n’est pas nécessaire que J'Z, d'AT, etc. soient 
les variations exactes de fonctions de x; y, z, dx, dy, etc., mais 
qu'il suffit que AZ —0, M= 0; etc. soient les équations de con- 
dition indéterminéee entre les variations de x, y, z, dx, dy, ete. 
(art. 5). 

Mais il faut remarquer qu’outre les forces qui agissent en gé- 
néral sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n’agissent 
que sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont 
ordinairement ceux qui répondent aux extrémités de la masse don- 
née, c’est-à-dire, au commencement et à la fin de l'intégrale dési- 
gnée par S. 

De même il pourra y avoir des équations de condition particu- 
lières à ces points, et que nous nommerops équations de condition 
déterminées, pour les distinguer de. celles qui ont lieu en général 
dans toute l'étendue de la masse; nous les représenterons par 
A=0, B=0, C=o, etc., ou plutôt par d4=o, dB=0o, 
JC=o;etc, 

Nous marquerons d'un trait, de deux, de trois, etc. toutes les 
quantités qui se rapportent à des points détérminés de la masse, et 
en particulier nous marquerons d’un seul trait celles qui se rapportent 
au commencement de l'intégrale désignée par S, de deux traits 
celles qui se rapportent à la fin de cette intégrale, de trois ou davan- 
tage, celles quise rapportent à des points intermédiaires quelconques. 

Ainsi il faudra ajouter à l'intégrale S(Pdp+Qd'j+Rd'r+-etc.)dm, 
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la quantité P'dp'+Q Sg +R Sr tete. + P'S p's HR" St etc. ; 
et à l'intégrale S(AS L- ud M- etc.), la quantité ad A -+ PSB 
++yd C+ etc. 

De sorté que l'équation générale de l'équilibre sera de cette 
forme : 


S(PSp + Qdg + Rdr + etc.)dm + SASL. + ud' WI + etc.) 
+ P'dp + OSH R Sr etc. + P'dip"4+Q'dq SERRE APE 
+ ad 4 + BAB + ydC+etc. = 0. 


14. Comme les fonctions Z, M, etc. peuvent contenir non-seu- 
lement les variables finies x, y, z, mais encore leurs différentielles, 
les variations Ly d'A7, etc. donneront des termes multipliés- par 
dx, dy, dz, d'dx, ddy, etc.; et l'équation précédente, lorsqu'on y 
aura substitué les valeurs de d'p, dy, dr, etc., cL, AM; etc., en 
dx, dy, dz, ddw, ddy, ddz, etc., ainsi que celles de dp', dy”, etc., 
dy; dg', etc., d'A, dB, etc. en dx’, dx’, etc., dy’, dy", etc. dda, etc. 
déduites des circonstances particulières de chaque problème, aura 
toujours une forme analogue à celles que le Calcul des variations 
fournit pour la détermination des maxima et minima des formules 
intégrales indéfinies ; ainsi il n’y aura qu’à y appliquer les règles con- 
nues de ce calcul. 

On considérera donc que, comme les caractéristiques 4 et d 
marquent deux espèces de` différences entièrement indépendantes 
entre elles, quand ces caractéristiques se trouvent ensemble, il 
doit être indifférent dans quel ordre elles soient placées, parce qu’en 
supposant qu'une quantité varie de deux manières différentes, on 
a toujours le même résultat, quel que soit l’ordre dans lequel se 
font ces variations. Ainsi d'dx sera la même chose que dd», et 
pareillement d'd’w sera la même chose que d'dx, et ainsi de suite, 
On pourra donc toujours changer à volonté l'ordre des caractéris- 
tiques, sans altérer la valeur des différences; et pour notre objet 
il sera à propos de transporter la caractéristique d'avant la d, afin 


- 
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que Péquation proposée ne: contienne que. les ares des coor- 
données, et les différentielles de ces mêmes variations. | 

Il en est de même des signes d'intégration f: ou S, par rapport 
à la caractéristique des variations d. Ainsi on pourra toujours chan- 
ger les symboles d'ou AS en /S ou SA. 

C’est en quoi consiste le premier principe fondamental du Calcul 
des variations. ail) ce fi St SD fil por 

15. Or les différentielles ddx, ddy, ddz, d'Ax etc. qui se trouvent 
sous le signe S, peuvent être! éliminéés par Popération connue des 
intégrations par parties. Carien général /Nddx = Qdx— Joxd, 
Sd Sx = Qddx— dQd*x +fJxd'@, etainsi des autres, où il faut 
observer que iles quantités hors du signe / se rapportent naturel- 
lement aux derniers points des intégrales, mais que pour rendre 
ces intégrales complètes , il faut nécessairement en retrancher les 
valeurs des mêmes quantités hors du signe, lesquelles: répondent 
aux premiers points. des intégrales, afin que tout; s’évanouisse dans 
ces points; ce qui est évident par la théorie des intégrations. 

Ainsi en marquant par un trait les quantités qui se rapportent au 
commencement des intégrales totales désignées par S, et par deux 
traits celles qui se rapportent à la fin de ces intégrales, on aura 
les réductions suivantes : 


SQdJx = Q'dx ade = SJxdQ, 
SQddx—= Ade — 40" dx" — Q'dd x" 
+ dA'dx + SP, 


etc. 


lesquelles serviront à faire disparaître toutes les différentielles des 
variations qui pourront se trouver sous le signe S. Ces réductions 
constituent le second principe fondamental du Calcul des variations. 

16. De cette manière done, l'équation générale de l'équilibre se 
réduira à Ja forme suivante : 


S(Edx + zdy + ọd:) + A= 0, 


`~ 
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dans laquelle z, S, # seront des fonctions de x, y, z, et de leurs 
différentielles, ‘et A contieridra les termes affectés des variations 
DEII A, «da dy"'eté.; "et dè leurs différentielles. 

Donc pour que cette’ adinin üt lieu, indépendamment des va- 
riations des différentes coordonnées, il faudra que Pon ait; 1°. €, 
Sp) nuls dans'toute l'étendue de l'intégralé S,' c’est-à-dire, ‘dans 
chaque point de la masse; 2°. chaque terme de A aussi égal à zéro. 

Les équations indéfinies E—0, 20, Y=0, donneront en 
général la rélation” ‘qui doit se trouver’ entre les variables x, y, z; 
mais il faudra pour cela en éliminer les ‘variables indéterminées à, 
w, etc., lesquelles sont en même nombre que les équations de con- 
dition indétérminées Z=0, M—o, etc. (art, 15). 

Or je rémarque que cés équations ne sauraient être au-delà de 
trois; cär puisque ce sont des équationsindéfinies entre les trois va- 
riables v, y, z, et leurs différéntielles, il est clair que s’il y en avait 
plus deitrois , on aurait plus d'équations que de variables ; ensorte 
qu'il faudrait que la quatrième fùt une suite nécessaire des trois pre- 
mières, ét ainsi des autrés. Donc il n'y aura jamais plus de trois 
indéterminées À, w; v, à éliminer; énsorte qu'on pourra toujours 
trouver les valeurs de ces indéterminées en fonctions de x, y, z, 
Mais les équations qui disparäîtront par ces éliminations, seront rem- 
placées par les équations mêmes de condition, de sorte qu'on 
pourra toujours connaître les valeurs ‘de x, y, z,-qui doivent avoir 
lieu dans l’état d'équilibre de tout le système, 

Au reste, les équations de condition L=o, M=o, etc. pour- 
raient contenir encore d’autres variables v, v, etc., avec leurs dif- 
férentielles, qui devraient être éliminées par le moyen d'autres 
équations telles que U=0, 7=0, etc.; dans ce cas on pourrait 
traiter ces nouvelles équations de condition comme celles qui sont 
données par la nature du problème, et prenant des coefficiens indéter- 
minés 6, v, etc. iln y aurait qu’à ajouter aux termes Ad L+ud'M+-ete., 
qui sont sous le signe d'intégration dans l'équation générale de Par- 
ticle 15, les termes cf U + vd -H eté. et après avoir fait dispa- 
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raltré toutes les différentielles des variations dv, dy, de, d'u, dv,setc.; 
l'équation finale de Par ticle 16 contiendra sous le signe des htermes 
affectés des variations du, dv, tetc!, qui devront par conséquent être 
égalés séparément à zéro. On aura ainsi autant de nouvelles équa- 
tions que d’indéterminées =o} v, etc:} pan lesquelles ‘ilbfaudra les 
éliminer; ensuite on éliminera les nouvelles variables u, #,elc. par 
les équations données U= 0, = o0, ele) Cette méthode sératsur- 
tout utile lorsque, dans les fonétions Dy M, etc! "il se trouvera 
des quantités intégrales ; car en substituant à leur place de nouvelles 
indéterminées ón pourra faire PR tous lés signes ue” 
tion; ce qui rendra le calcul plus fücile.” OMS 8i Hp AABHP 

[gatto anus Jr où A4 en 1939491010 Yi 
17. À l'égard dc autre: Sae AEA réfliantés dés diétens tentée 
de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des équàs 
tions particulières qui-ne devront avoir lieu que.par rapport à des 
points déterminés dela, masse, -et qui serviront principalement: à 
déterminer les constantes arbitraires que les expressions de x, Yo 
z, déduites i des. équations précédentes, pourront. contenir. Pour 
faire usage de ces équations, on y substituera donc les valeurs déjà 
trouvées de À, w, etc., ensuite on en. éliminera les mas 
a, B;.etc.,.et.on y joindra les équations..de condition. 4 
B =o, etc., qui serviront à replacer celles que l'élimination re 
il s’agit res disparaître. 


18. Quoique les termes Ph, Qdy, Link ‘dus aux forces accélé- 
ratrices P, Ò, été, ne demandett aucune rédüchoi Arit tue ces 
forces agissent; suivant les:lignes) p,:g, etc., pate" que- lés quantités 
P, q, etc. ne sont fonctions que des var ables finies x, X, z; İl nen 
sera pas de même lorsqu? on emploiera des forces dorit Faction consis- 
tera à faire varier une fonction donnée (art. 9; sect. IL); il faudra 
alors, si cette. fonction contient des. différentielles; employer pour 
ces termes les mêmes réductions que pour les térmes ASL, etc., 
et on parviendra toujoursà une équation/finale.de:la „même; forme. 
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Ce cas a lieu ce on considère des ooi élastiques, soit solides 


ou'fluides.) ‘12 
HD JUL poETON 16 $ ITI. 


‘Analogie dės problèmes de ce genre avec ceux de maximis et minimis. 
i ~ \ 691U l 

-19:-Non-seulèment le calcul-des variations s'applique de la même 
manière: aux problèmes sur l'équilibre des corps continus ‘et aux pro: 
blèmes de maximis.et minimis relatifs aux formules intégrales, mais 
il fait naître entre ces deux sortes de questions une analogie remar- 
quable que nous allons développer, 

Nous commencerons par donner une formule générale pour la 
variation: dune: fonction différentielle quelconque à | plusieurs Nar 
riables. 

On sait que dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs 
différentielles des ordres supérieurs au premier}; on peut toujours 
prendre une des différentielles premières pour constante, ce qui sim- 
plifie Ta fonction sans rien ôter à sa généralité; mais alors dans les 
différéntiations par d, il faut aussi regarder comme constante la va- 
riable dont la différentielle a été supposée constante; et si on veut 
dttribüer des variations à toutes les variables, il faudra rétablir -la 
variabilité dë la différentielle supposée constante, 


20. Soit U une > fonction de x, y; e nA 3) tC., où dx est sup- 
posé, constant; sion: fait, comme dans Ja Théorie des fonctions ; 
Z HEA a A EPP etc. la quantité (4 deviendra fonction 


de x, sil y, Y", “etc. et la variation JU sera, en employant la 
notation des, différ entièlles partielles, de là forme 


| "at =; ans; Date TEA y YF g yl E i 


19 


Maishat en faisant tout Harit; on aura : 
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d = =d.Ÿ — dy dy _, ddx __ddy , dx 


de d de de Joue 
pr +y'dx, 
Y'=— AO ns yrds 
= sG Arma + y'dx, 
"= AC yà) de, 
etc. 
Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger , 
dy—y'dx = du, 
et par conséquent dy = du + ydx, on aura 
JU = TEHTI Ee y Uy "+ y” + ete. )dx 
+ A du +x de A pe re 


Mais en différentiant par d la fonction U et substituant y'dx pour 
dy, y'dx pour dy’, on a 


He EHE +y a rH y” ete.) dx ; 
d'où l’on tire 
A a À 


Donc enfin 


ge x AU de ++ T du de FIX Te 


d'u 
ne D >< da + etc, 


Si la T U contenait une A variable z avec ses diffé- 


dz! 
rentielles 2 + UC.) en faisant & Ta = 2, 7eme et, et opérant 


En = 
Méc. anal, Tome I. 12 
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de la même manière, on trouverait les termes suivans : 


dU dU dsv dU d'w 
D PC Pr X TA X a rete., 


dans lesquels 


do = dz — 2 dx 


à ajouter à la valeur précédente de JU, et ainsi de suite. 


21. Donc si on a la fonction intégrale /Udx à rendre un maximum 
ou un minimum , par les principes du calcul des variations, on fera 


dSUdx = fO(Udx) = fd'Udx + Uddx) = 0. 


Substituant la valeur de JU, changeant ddw en ddx, et faisant dis- 
paraître, par des intégrations par parties, les différences de dx, du, 
dy, il ne restera sous le signe que des termes de la forme 


à (Ed + Tsu + Ydv)ax, 
dans lesquels 


= dU — dU=0, 


ui 


D Fr dat re Ta dant 
ARGAE 1 d dU 1 dU 


meer a t ga Meg e eto: 


Ces termes doivent être nuls, quelles que soient les: variations 
dx, dy, dz; or en remettant pour du et dw leurs valeurs dy—yd, 
dz —z'ds , les termes dont il s’agit deviennent, à cause de E=0, 


(Ydy -+ Fdz — (Ty + Ye) dx) dx, 
d’où Pon ne tire que les deux équations Y =o , Y= 0; la troisième, 
dépendante de dx, étant contenue dans ces deux-ci. 

On voit par là qu'on peut se dispenser d’attribuér aussi une varia- 
tion à la variable æ, dont l'élément est supposé constant dans la 
fonction Ọ, puisque les équations nécessaires à la solution du pro- 
blème résultent uniquement des variations des autres variables, C’est 
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une remarque qui a été faite dès la naissance du calcul des varia- 
tions, et qui est une suite nécessaire de ce calcul. 

Cendant il peut être utile de considérer toutes les variations à 
la fois, par rapport aux limites de l'intégrale, parce qu'il peut ré- 
sulter de chacune d’elles des conditions particulières dans les points 


qui répondent à ces limites, comme nous l'avons fait voir dans la 
dernière leçon sur le Calcul des fonctions. 


22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le mi- 
nimum, peut contenif aussi d’autres intégrales; mais quelle qu’elle 
soit, on peut toujours la réduire à ne contenir que des variables 
finies avec leurs différentielles, età dépendre d’une ou de plusieurs 
équations de condition entre ces mêmes variables, auxquelles on 
pourra toujours satisfaire par la méthode des multiplicateurs. 

Supposons, par exemple, que soit une fonction de x, y, z et 
de leurs différentielles, et qu’en même temps la variable z dépende 
de l'équation de condition Z—0; cette équation étant différentiée 
par d donnera dZ—0; il n’y aura donc qu’à multiplier celle-ci par 
un coefficient indéterminé À, ou par Adx, pour l’homogénéité, lors- 
que Z est une fonction finie, ajouter l'équation intégrale /Ad\Zdx=—=0 
à l'équation du maximum ou minimum d'.fUdx =o, et considérer 
ensuite les variations dx, dy, dz comme indépendantes. Or on a, en 
regardant Z comme fonction de x, 17 "i ATEA E IAE I ATE IDE 


sL =T eE y SEY dy’ + etc. 
—- dj, y de dz’ a + etc. 


Donc si on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour dy, 
dx’, dy’, etc., on aura aussi 


SL = + dLdx + uts T X + ete. 
+ E + ot, 


et les termes sous le signe provenant de l'équation /(d. Uds 
+ Ad Ldx) = o seront de la forme 
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(Edx + Ydu + Ydv)ax, 
dans lesquels on aura 
SA 


Y= D HAD à EEE) 
E CaN armer 


F= D HAT — a? (Fap) 
Hae. (3 HAS z) — de. ax. 

Or Z=o étant l'équation de condition, on aura aussi dL = o0, 
ée qui donnera Æ—o. Ainsi en égalant à zéro les coefliciens des 
trois variations dx, dy, dz, on maura que les deux équations T=o, 
% — 0, dont l’une servira à éliminer indéterminée à; de sorte 
qu'il ne restera pour la solution du problème qu’ une seul équation 
en x,y, z, qu'il faudra combiner ayec l'équation donnée L =o. 
ay 
dx ? 


, 2, a, 
Tan iL, etc., =, z” =, etc., on voit qu'il suffit de faire 


25. Comme, en supposant dx Constant, on a y = 


varier dans les fonctions U, Z, etc. les variables y, z, etc. avec leurs 
différentielles ; on aura ainsi, en employant, avec Ja caractéristique dy 
la notation des It partielles, 


REA D D ddr + dat 
4 U 
+ Fu dz Ce EN D e Fr d'dz+etc., 
et sion veut avoir égard en même temps à la variation de'w, il 
n’y aura qu'à ajouter à l'expression de JU le terme q, dUdk, ct 
dy dz 
changer dy en dy— jz dx, de en dz— g, dx, etc. 
De cette manière, on aura d’abord, après les réductions, 


d'[Udx = (Ydy + Fdz + etc.)dx 
+ T'dy + T'ady + etc. + 'F'd: + Er + ete., 
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en faisant 
MESS F — do + g. pp etc: 3 
Ip E A T =p i eie:S 
= La eE ete., 
rai Td. qe t etc., P = À — ete., etc., 


et pour avoir égard ensuite à la variation de x, on ajoutera, dans 


bJ d bi 
tous les termes, —+ dx à dy, et — F dx à dr. 


24. Telle est la méthode générale pour les problèmes de maximis 
et minimis , relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquels le 
calcul des variations a été d’abord destiné; et lon voit qu’en fai- 
sant même varier toutes les variables, elle ne donne cependant 
qu'autant d'équations moins une, qu'il y a de variables; ce qui est 
d’ailleurs conforme à la nature de la chose, puisque ce n’est pas la 
valeur individuelle de chacune des variables qu’on cherche, comme 
dans les questions ordinaires de maximis et minimis, mais des re- 
lations indéfiniés entre ces variables, par lesquelles elles deviennent 
fonctions les unes des autres, et peuvent être représentées par des, 
courbes à simple ou à double courbure. 


25. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de 
la Mécanique, et. supposons, pour plus de simplicité, que la for- 
mule Pdp + Qdg + Rdr + etc. soit intégrable, et que son intégrale 
soit II, comme dans l'article 21 de la section HI, onaura aussi 

Pdp + Qd4 + Rdr + etc. = MM, 
et l'équation générale de léquilibre (art. 15) deviendra 
S(dTIdm + adL + p AM w ete) =D; 


en faisant ici abstraction des équations de condition relatives à des 
points déterminés. 
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Comme la masse de chaque particule dm du système ne doit pas ` 
varier pendant que la position du système varie, il faudra suppo- 
ser ddm =o, et par conséquent d'Z = sdm. 


Lorsque le système est linéaire, on a en général dm = Udx, 
U étant une fonction comme dans l’article 20; on aura donc 
AL = d'Udx + Uddx, et la formule SASL donnera sous le signe les 
termes 


(Edx + Ysu + Ydv)dx, 
dans lesquels on aura (art. 22), 
= PpS A: 


A i 


26. Donc s'iln’y a point autre condition, l'équation provenant 
des termes sous le signe S sera 


didm (Edx + Tu + Ydy)dx = 0, 


qu'on devra vérifier séparément par RAP à chacune des varia- 
tions dx, dy, de. 
Or I étant une fonction de x, y,z, On a 


an = EE D nr LE 


et comme du = dy —+ dx = de dx, l'équation précé- 
dente devient 


E dm + Zdx — Ydy — Ya) 
+ 1 am + Tax dy+ (F dm + Ydx)de = 0, 


laquelle donne ces trois-ci: . 
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d1 dm + dy — Ydy — Fdz =o, 
T dm- Ydx = 0, 2 dm + Ydx = 0. 


Ainsi on a ici autant d'équations que de variables, ce qui pa- 
raît mettre une différence entre les problèmes de ce genre relatifs 
à la Mécanique, et les problèmes de maximis et minimis. 


ay. Mais observe d’abord qu'a cause de l'indéterminée à, les 
trois équations se réduisent à deux, par l'élimination de cette indé- 
terminée; et quoiqu’en général les équations de condition remplacent 
toujours celles qui disparaissent par l'élimination des indéterminées, 
la condition introduite ici ddm = o, c’est-à-dire dm constant, ne 
peut pas fournir une équation particulière pour la solution du pro- 
blème, parce que, suivant l'esprit du calcul différentiel, il est toujours 
permis de prendre un élément quelconque pour constant, puisqu'iln?y 
a, à proprement parler, que les rapports des différentielles entre 
elles, et non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans le 
calcul. Ainsi les trois équations seront réduites à deux, et ne ser- 
viront qu’à déterminer la nature de la courbe, comme dans les pro- 
blèmes de maximis et minimis. 


28. J'observe ensuite qu'on peut aussi rappeler les problèmes 
de Statique dont il s’agit ici, à de simples problèmes de maximis 
et minimis. 

Car si on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, 
après avoir multiplié la première par dx, la seconde par dy et la 
troisième par dz, on aura, à cause de 


di dn ` dn 
PPA e e ae a 


l'équation didm- Zdx*=0; mais on à Edx=A\dU—d.A0=-Udr, 
et comme dm = Udx, on aura, en divisant par dm, d—dA=0; 
d'où l'on tire A=N-+a, a étant une constante arbitraire. 
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Ainsi, à cause de dZ=—ddm, le terme AdZ, dans l'équation de 
Particle 25, deviendra Hja e ent et puisque dm 4m 
= d'Idm, cette équation deviendra Sd'.Tlgm + aSd' am = =0, 
c'est-à-dire , 

d'.Stidm + að. Sdm = 0 ; 
Cest l'équation nécessaire pour que la formule intégrale STIdm de- 
vienne un maximum OÙ UN minimum parmi toutes celles où la for- 
mule Sdm. aura une, même valeur, 

De cette manière on pourra, comme dans les questions de maxi- 
mis et minimis, regarder une des. variables comme constante, 
relativement aux. variations par d', ce qui simplifie l'analyse; mais 
la méthode générale a layantage de donner la valeur du coefficient À, 
qui, par la théorie exposée dans la section précédente, exprimera 
la force avec laquelle l'élément dm résiste à laction des forces 
P, Q, R, etc. qui agissent sur le système, 


29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu’il n’y avait 
point autre équation de condition, mais s’il y avait de plus l’équa- 
tion M=o, M étant une fonction de x, y, z, y, y”, etc. z’, z", etc., 
il faudrait ajouter au terme Ad'Z sous le signe, dans l'équation de 
l'équilibre, le terme md\'W, ou plutôt, pour l’homogénéité, le terme 
md Mdx, ce qui donnerait à ajouter aux valeurs de =, Y, # de 
Particle 25 les quantités respectives 


TMAM, 
aM 1 dM dM 
PAC e AE E 
am 


1 
BR — je del bross oda, u$ etc. 
Ainsi on aurait trois équations de la même forme que celles de Par- 
ticle 26, lesquelles, par l'élimination des deux indéterminées A et x 
se réduiraient à une seule, mais en y joignant l'équation de condition 
M=—0, on aurait, comme auparavant, denx équations entre les trois 


variables x,y, z. 
Ces 
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‘Ces trois équations donnent, comme dans l'article 28, l'équation 
Idm + Zda =o. Ici l'on à Edx =— UdA md ; mais léqua- 
tion M=o donne aussi #0 ; done on aura simplement, comme 


dans l'article cité, Ædx =— UäA, et de-là on trouvera lè même 
résultat ^. STidm = ọ. 


30. Donc en général le. problème de l'équilibre d'un système 
de dm particules animées des forces P, Q, R, etc. qui agissent 
suivant les directions, des:lignes p, D z, etc., et qu'on suppose 
telles que l’on ait 


-Pdp Qdg + Rdr ete: = dil, 


se réduit simplement à rendre la formule intégrale SfIdm un maxi- 
mum OÙ UN minimum, en ayant Qailleurs égard aux conditions 
particulières ‘du système; ce ‘qui, comme lon voit, fait rentrer 
tous les problèmes de l'équilibre dans la classe des ' pronis de 
maximis et minimis, connus ‘Soüs le nom de problèmes des 1sopé- 
rimètres. 

Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées y verti- 
cales, on a M= gy , g étant'la force constante de la gravité. Donc 
il faut que la formule Sydm soit unimawimum Où UN minimum parmi 


toutes celles où'la valeur de Sgm est la même; mais DE est la 


-distancerduscentre de gravité à Phorizontale; donc puisque la masse 
entière est supposée donnée, il faudra que cette distance soit la 
plus grande: om la plus-petite; ce qu'on sait. d’ailleurs. 


91. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des fonctions de 
“variables regardées comme indépendantes; mais si la variable z était 
-censée fonction de x, y, et. que l’on eùt une fonction Ọ qui contint 
x, y, z avec les différences partielles de z relatives à x et y, on 
pourrait demander la variation JU, en ayant égard.aux variations 
simultanées de x, y,- z 
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Soit,, pour plus: de simplicité, 


la quantité U sera fonction de x,y; Z, Z, Z Zy Zr) Zay etc, et 
lon aura 3 i 

| à) 

MU dy +7 D dy +5 a 


9208 OP FE dE us, HT due de + etc., 
et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations dx’, 
dz , dx’, etc., en faisant varier à la fois les élémens i dy, dans 
les différences, partielles, 

Nous pouyons supposer ; pour maté le calcul ns iingie , que 
la variation dx est une fonction de x indépendante de y, et la 
variation dy une fonction de, y indépendante de x. Nous verrons 


par la suite que cette supposition a toute la généralité que l’on peut 
desirer. 


52. Cela posé, on aura, en différentiant, 
}2 pds ddr dz dd 
eed e R De ES 
ddz < dêz Mdg _ dx . . as 
I est clair que =, t =, ainsi on aura 
i pfa aipin. y dòx 
dx 


d.(Sz2—29 
| dE ce ds 
ou bien 


, — d. (ða — z dr — zdy) | dr dz, 
dz = np Separate: Te wet 7x dy. 
On aura de même 


Re nee +E w dy, 


à cause de > T 0 LT — 0. 
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On ‘aura ensuite )2 


Substituant la valeur de dz’, on aura 


ni dorer —29y) 
dx RD ET de one. Has KT 


On aura de mêémet / aiot n, BASS à 
r dz! us dix dz” vT 
dz — d ly — dy ren dy dy: | 
Q . + ` dz A 
Substituant aussi la valeur de dz, on aura, à cause de -~ RE 


=Ë. (z —z ir 2y) 


AU: gs g +i ERD 
On trouvera taiar 


E sorgini aag Tidy, 


et ainsi de, suite. ) agase Rib l 
35. Donc si on fait, pour abréger , 
dz dz 
dz, dz „dz _ dz, „dz dz" dz _ ds 


dz dy? dy T i? dd dx) dé) dy? 
d'a ERAZ d'z, = d'z de, 


et qu'on observe que zy 


dy — Tai dady — 2 = J. etc., on aura plus simplement 
DE = Get a A 
d, = ptet dy, 
de ea t g Edy, 
dz, = Dash, 
de, = FTE De y SY» 


POUTINE COCA DR "6 L 4 me 
X ` ” : » 
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Faisant ces. substitutions dans l’expression de d'U, mettant 
d'u E dx -+ FY à la place.dé dz, et ordonnant les termes par“ 


rapport à dx, dy, du, on aura 
QUE (rx ER E 
+ x de + gr > Ge Hete.) di 
PSE TR pe ah, di 
| a> Sr x< THE x< T+ etc.) dy 
Ron piai 


dU . d'.du , dU ddu 
Tar A aek az X dady Stes 


Désignons par me); (5) les différences partielles dè Z, re: 
latives à x et y; en regardant z comme fonction de ces deux vas 
riables, il est clair qu’on aura 

dU\ _dU -dÙ = di, dU 2 di, aU dé, à 

| T) ut Re ie do T etis 

| AUN dU dU den dU; dé. dU dr; 


Ainsi la- variation complète de Tse réduira à cette forme simplé;, 


JU = Z) dut (Er) ar+ Z du, 


dU. 3, dôù j dU = ddu“ AU. _d'su 
ER N dr td, dy Tda d 
dU | du „dU | d'du 
A ed T deoe djerte OC: 
54. Donc si l'on à une fonction intégrale double SSUdxdy à 
rendre un maximum ou: un; minimum, on aura l'équation 


dSSUdrdy = SSS. Udxdy = oy 


OT ME PT +. : SIP R RSS 
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Or en faisant tout varier, on a d. Udxdy = d'Udxdy + Ud. dydy ; 
où il faut remarquer que dxdy représentant un rectangle qui est 
Pélément du plan des x, y, ce rectangle demeurera rectangle après 
les variations dx, dy des coordonnées w, y, dans la supposition: 
adoptée que dx ne dépende point de y, ni dy de x; de sorte que 
la variation de dxdy sera simplement dyddx + dxd'dy; donc, comme 
d'dx = ddx = dx, ddy = ddy = Z dy, puisque dw et dy sont 
censées fonctions de x seul et de y seul, on aura 


dix 


d.Udxdy = (3U +U x DE + U x 9) du. 


Substituant la valeur de AU, et faisant disparaître, par des inté 
grations partielles, les différentielles des variations dx, dy, dw, il 
restera sous le double SS les termes 


(Ed + TIY + Ydu)drdy , 
= ne (5 re 
(a) (F y= ab) 
t= o (0 (+ 


a + 29 HEC 
en faisant, pour abréger, 


dans lesquels 


à dU dU dU 
TE ao CR user 
! dU dU 

az= T? VE ) etc.: 


et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux: 
crochets représentent les valeurs complètes de ces différences, en: 
y regardant z comme fonction de x, y. 


4 RQ 91 d} ; 
55. Ainsi à cause de du == dx — Le dx — TY , les termes sous 
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le double signe donneront simplement l'équation 


(OR du dy)=, 


d’où, en égalant séparément à zéro les coefficiens de de, dx, dy, on 
n'aura que l'équation Y =o, comme si on n'avait fait varier que la 
seule variable z. 

‘On voit donc que dans les questions de maximis et minimis, 
relatives à des intégrables doubles, dans lesquelles une des trois: 
variables est fonction des deux autres, il n’y a rigoureusement qu’une 
seule équation qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier 
par d que la seule variable qui est censée fonction des deux autres ;, 
et cette équation est celle de la surface qui satisfait à la question. 
C’est ainsi qu’on a trouvé l'équation aux différences partielles de la . 
moindre surface, en faisant U= V (G -(2 ) +(z,) ); et ce que nous 
venons de démontrer prouve que celte équation remplit complète:, 
ment les conditions du problème, quelques variations qu’on attribue 
aux trois coordonnées de la surface. 


56. On peut appliquer les formules des variations que nous ve- 
nons de trouver, à l'équation d’un système superficiel de particules dm 
tirées par des forces quelconques. 

En n'ayant égard qu'à la condition de l'invariabilité de dm; on 
aura d’abord, comme dans l’article 25, l'équation générale de l'é- 
quilibre s 
SS(JTIdm + Ad' dm) = o. 

Ici la valeur de dm sera de Ja forme Udxdy , et l'on aura par 
conséquent (art. 34), 


GS dx dd'y 
dam = (SU + AU Ts AU GE dedy. 
Substituant cette valeur, ainsi que celle de AT de Particle 33, dans 
la formule intégrale SSAd'dm, et faisant disparaître, par des inté- 
grations par parties, les différences des variations dw, dy, d'u, il 
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ne restera sous le double signe que les termes 


(Zdr + Ty + Ydu)dxdy , 
dans lesquels 


sea) (= 00), 

T — "Ca —(£ y= (F); 

r= FE 
Te) — (Te + éte., 


en conservant les valeurs de U’, U, U", U/, etc. de l’article 34. 


Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l'intégrale SSJ\TIdm, 
savoir, en substituant les valeurs de JTI et dm, 


D dx +T LA y+ de) Dry, 


èt remettons pour dx sa valeur dz — de dr dy (art. 35), 


l'équation générale de l'équilibre contiendra sous le double signe SS 
Jes termes suivans, ordonnés par rapport aux variations dx, dy, dx, 


(Go va)ar 
(Go ER day \axdy; 
HE U+ Fr 
d’où l’on tire les trois équations 


dri dà 7 dz 
FA PESTE a) U — Y z= o0, 


dri da dz 
me PM 
dl 
HA U -Y= o. 


La dernière donne F=— UT , ct cette valeur étant substituée 
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dans les deux autres, on a, après avoir divisé par U, 


dn drt dz JANN 

do T X dr) T9, 

dr | dt de da\ 

na) 
La première donne A=11+-fonct.y ; la seconde donne A=—11-#-fonct.x; 
donc on aura A =M +a, a étant une constante. Substituant celte 
valeur dans l’équation générale de léquilibre, elle deviendra 
SS (^. Mdm + ad dm) —o, savoir, 


…d'SSTidm + ad\.SSdm = 0, 


équation du maximum où minimum de la formule intégrale SSTIdm, 
parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule SSgm 
est la même. | 

Ainsi voilà le problème de Mécanique réduit à une simple ques- 
tion de maximis et minimis, dont la solution ne dépend que dela 
variation de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction 
de x, y (art. 55). 

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples, 
“et en déduire des conclusions semblables, 


‘CINQUIÈME 
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CINQUIÈME SECTION. 
Solution de différens Problèmes de Statique. 


Nous allons présentement montrer lusage de nos méthodes 
dans différens problèmes sur l'équilibre des corps; on verra par 
Tuniformité et la rapidité des solutions, combien ces méthodes 
sont supérieures à celles que l’on avait employées jusqu'ici dans 
la Statique. 


CHAPITRE PREMIER. 


De l'équilibre de plusieurs forces appliquées & un méme point ; 
de la composition , et de la décomposition des forces. 


1. Soit proposé de trouver les lois de l'équilibre d'autant de 
forces qu’on voudra, P, Q, R, etc., toutes appliquées à un même 
point, et dirigées vers des points donnés. 

Nommant p, g, r, etc. les distances rectilignes entre le point 


commun d'application de ces forces, et leurs points de tendance, 
on aura la formule 


Pdp + Qdq + Rdr + cte. 


pour la somme des momens de toutes les forces, laquelle doit être 
nulle dans Pétat équilibre. 


Soient x, y, z les trois coordonnées rectangles du point au- 
quel toutes les forces sont appliquées; et soient de même 4,6, c 
les coordonnées rectangles du point auquel tend la force P;f, 
g, h, celles du point auquel tend la force Q; 7, m, n, celles 
du point auquel tend la force R, et ainsi des autres; ces coor- 
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données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans les- 
pace. On aura évidemment 


= Va) + GT) + Grec), 
q =V(s—f} + Ge) + (z—h}, 
re VC) + Gym) + (cn), 
ec, Ti - | 
Et: la quantité Pdp + Qdg + Rdr + etc. se transformera en 


celle-ci : 
Xdx + Ydy + Zdz, 


dans laquelle on aura 


A Po 
pati p pieg += RH ex 
Z= P po +R + etc. 


Il west pas inutile de remarquer dans ces expressions que les 
quantités LE i 1 , ou £ 
que la ligne p, c’est-à-dire la direction de la force P, fait avec les 


sont égales aux cosinus des angles 


axes des x, y, z que de même Z=} —, Z s, Le sont, les. co- 


sinus des angles que la direction dé la force Q fait avec les mêmes 
axes; et ainsi de suite (sect. IL, art. 7). 


oor. 


De léquilibre d'un corps ou point tiré par plusieurs forces. 


a. Cela posé, supposons en premier lieu que le corps ou point 
auquel les forces P, Q, R, etc. sont. appliquées, soit entièrement 
libre; il n'y aura aiors aucune équation de condition entre les coor- 
données x, y; z; et la quantité Xdx + Ydy + Zdz deyra être 
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nulle, indépendamment des valeurs de dx, dy, dz (sect. TE, art. 10}; 
ce qui donnera sur-le-champ ces trois équations particulières , 
X= 0, Y 0, ZIER 


Ce sont les équations qui renferment les lois de l'équilibre de tant 
de forces qu’on voudra, concourantes à un même point. 


3. Si dans les expressions de X, Y, Z, on fait P=p, Q=q, 
R= r, etc., ce qui est permis, puisqu'il est indifférent à quels points 
pris dans les directions des forces, elles soient supposées tendre, 
on aura ces équations 


aa — ft x — d + etc. 


= 0; 
Y—b+y—-g+y-m+etc. = 0, 
Z— c tz — h. zm n etc. =0; 


d’où l’on tire, en supposant que le nombre des forces P, Q, 
R, etc. soit w, 


Il 


a+f +l- etc. 
ad eT CT EN 


72 
b+g+m+ etc. 
ms , 
c4 hpn ete. 
EEE T I Loi 


7 


Ziea 


et ces expressions de x, y, z font voir que le point auquel sont 
appliquées les forces, est dans le centre de gravité des points aux- 
quels ces forces tendent. 


De là résulte le théorème de Leibnitz, que si tant de puissances 
qu'on voudra sont en équilibre sur un point, et qu’on tire dé ce 
point des droites qui représentent tant la quantité que la direction 
de chaque puissance, le point dont il s’agit sera le centre de gra- 
vité de tous les points auxquels. ces dignes seront terminées. 

Si donc il wy a que quatre puissances, et qu’on imagine une 
pyramide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites 
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qui représentent les puissances; il y aura équilibre entre ces quatre 
puissances, lorsque le, point, sur lequel, elles agissent, sera dans le 
centre de gravité de la pyramide; car on sait par la Géométrie, 
que le centre de gravité de toute Ia pyramide est le même que ce- 
lui de quatre corps égaux qui seraient placés aux quatre coins de 
la pyramide, Ce dernier théorème est dù à Roberval. 


ant les forces P, O, R, EN ne soit pas tout-à-fait libre, mais 
qu'il soit contraint de se mouvoir sur une surface, ou sur une 
ligne donnée; on aura alors entre les coordonnées x, y, z une ou 
deux équations de condition, qui ne seront autre chose que les 
équations mêmes -dè la surface ou de la ligne dont it s’agit. 

Soit donc Z =o" l'équation de la surface sur laquelle le corps 
ne peut que glisser, on ajoutera à la somme des momens des forces 
Xdx + Ydy + Zdz le terme AGZ (sect. IV, art. 3), et l’on aura 
pour l'équation générale de l'équilibre 


Xdx + Ydy + Zdz + àdL = 0, 


à étant une quantité indéterminée. 
Or Z étant une fonction connue de x, y, z, on aura, par Ía 
différentiation, 


dL dL dL 
donc substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme 


des termes multipliés, par chacune des, différences dx, dy, dz, on 
aura ces trois équations particulières de. équilibre , 


dL 
X FHA Tao: 

dL ; 
Fora o 
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d’où chassant l'indéterminée A, on aura ces deux-ci : 


dL dL 
Paame? 

dL dL 

DE XT=0, 


lesquelles renferment par conséquent les conditions cherchées de 
l'équilibre du corps sur la surface proposée. 


5. Si on applique maintenant ici la théorie donnée dans l'article 5 
de la section quatrième, on en conclura que la surface doit oppo- 
ser au Corps une résistance égale à 


AVG) + CG) + Ge), 


et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour 
équation dL=—0o, c’est-à-dire, perpendiculairement à la même sur- 
face sur laquelle le corps est posé; et comme on a 


il s’ensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui 
doit être égale et directement contraire à la résistance de la sur- 
face) sera exprimée par V(X" + Y*° + Z°), et agira perpendicu- 
lairement à la même surface; c’est uniquement à cette condition 
que se réduisent les deux équations trouvées ci-dessus pour l’équi- 
libre du corps, comme on peut s’en assurer par la méthode de la 
composition des forces. 


6. Au reste, dans le cas d’un seul corps tiré par des puissances 
données, on peut trouyer encore plus simplement les conditions 
de léquilibre, en substituant immédiatement dans léquation 
Xdx + a KA + Fe — 0, à la place de la différentielle 4z, sa va- 


D dx fe dy È 


leur MS A , tirée de l'équation différentielle de la sur+ 


dz 
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face donnée sur laquelle le corps peut glisser, et égalant ensuite 
séparément à zéro les coefficiens des différentielles dx et dy qui de- 
meurent indéterminées, suivant la méthode générale de l’article 10 
de la seconde section. 

On aura ainsi sur-le-champ les deux équations 


dL dL 
; Jz dy 
dz dz 


qui reviennent à celles que l'on a trouvées plus haut. 

Pareillement, si le corps était assujéti à se mouvoir sur une ligne 
de figure donnée, et déterminée par les deux équations différen- 
tielles dy —pdx, dz = qdx, il n’y aurait qu'à substituer ces valeurs 
de dy et dz dans Xdx+ Ydy + Zdz=0,.et l'on aurait, en divi- 
sant par dx, 

X -+ FYp+Zq—=0, 
pour la condition de Péquilibre. 

Mais dans tous les cas où il y aura plusieurs corps en équilibre, 
la méthode des coefficiens indéterminés, exposée dans la section 
précédente, aura toujours l'avantage, tant du côté de la facilité que 
de celui de la simplicité et de luniformité du calcul. 


$ IL. 
De. la: composition et décomposition des forces. 
7. L’équation identique 
Päp + Qdg + Rdr -+ etc. = Xdx + Ydy + Zdz, 


trouvée dans. l’article 2, montre que le système des forces P, Q, 
R, cte. dirigées suivant les lignes p, g, r, etc., est équivalent 
au système des trois forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes 
x,y,z (sect. I, art. 15). Ainsi les quantités X, Y, Z donnent 
les valeurs des forces P, Q, R, etc., décomposées suivant les trois 
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coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à diminuer ces coor- 
données , comme les forces P, Q, R, etc. sont supposées tendre 
à diminuer les lignes p, g, r, ete. 


8. En général si des forces quelconques P, Q, R, etc., dirigées 
suivant les lignes p, g, ry etc., agissent sur un même point, on 
peut toujours réduire toutes ces forces à trois autres dirigées sui- 
yant les lignes £, 4, ®, pourvu que ces trois lignes ne soient pas 
toutes dans le même plan. Car comme trois lignes placées dans 
différens plans suffisent pour déterminer la position d’un point quel- 
conque dans l’espace, on pourra toujours exprimer les valeurs des 
lignes p, g, r, etc. en fonctions des trois quantités £, +, 9, et 
par le théorème de l’article 15 de la seconde section, les forces P, 
Q, R, etc. seront équivalentes aux trois forces Z, Y, ® expri- 
mées par les formules 


qu 


ES dp dq dr 

= PẸ TO +R + etc., 
d 

= PH QU HR SE ete, 
d d d 

=P tR +RT tete., 


et dirigées suivant les lignes £, p, @, ou seulement suivant les 
élémens d£, dĘĻ}, dọ, si quelques-unes de ces lignes étaient cir- 
culaires. 

Ces formules peuvent être d’une grande utilité dans plusieurs 
occasions, et surtout lorsqu'il s’agit de trouver les résultats d’une 
infinité de forces qui agissent sur un même point, comme l'attrac- 
tion d’un corps de figure quelconque. 


g. Soit m la masse d’un corps dont chacun des élémens dm 
soit regardé comme le centre d’une force P proportionnelle à 
dm et à une fonction fp de la distance p; en faisant /fpdqp= Fp, 


ne k d. F} 
Pélément 4m donnera, dans l'expression de =, le terme 7 dm, 
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dont l'intégrale relative à toutela masse m sera le résultat de Pattrac- 
tion de cette masse; et comme cette intégration est indépendante de 


la différentiation relative à £, on pourra donner à l'intégrale dont: 
d.SFpdm 


il s’agit la forme ETES de sorte qu’en faisant 
S,Fpdm = 2 
on aura 
se d3 J os 
F TUR obr dog = da. 


et il ne s'agira plus que de sübstituer au lieu de p, dans la fonc- 
tion Fp, sa valeur exprimée en fonctions des coordonnées qui 
déterminent la position de chaque particule dm dans l'espace, et 
des coordonnées £, 4, @ du point attiré, et d'exécuter ensuite 
séparément l'intégration relative aux premières, et les différentia- 
tions relatives aux dernières. 

Dans le cas de la nature on à fp= sb donc Fp=—;; et par 
conséquent z=% 

Soient a, b, c les coordonnées de chaque particule dm du corps, 
on aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par T 


fonction de a, b, c, dm =Tdadbdc; donc s —_ gtd 
Or x, y, z étant les coordonnées du point attiré, on a (art: 1); 
p = Va) + (y +G— cp. 


Tdadbdc + 
SV — a) + (Y — e Femo 


Donc 


— 
du = 


10. Le cas le plus simple est celui où le corps attirant est une 
sphère. Dans ce cas, en faisant T= 1 , et supposant le centre de la 
sphère dans l’origine des coordonnées x, y, z du point attiré, on a 


m 


ZE — RE 
Vr+r FE” 


m étant la solidité de la sphère, qu'on sait être =, en pre- 
nant 
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hant & pour le rayon, èt + pour le rapport du diamètre à la cir- 
conférence. 

Si la densité T était variable dans l'intérieur de la sphère, en 
la supposant fonction de æ, on ferait m— sr da. 


On peut encore avoir la valeur de S lorsque: le corps attirant 


‘est un sphéroïde elliptique, dont la surface est RSR par 
l'équation. i i 


a* ce 
Sn z te=, 


4, B, C étant les demi-axes des trois sections principales, et 
a, b, cles coordonnées rectangles de la surface, prises sur les trois 
axes, et ayant leur origine dans l’interséction commune des axés 
qui est le centre du sphéroïde. Mais l'expression ‘générale de cètte 
valeur dépend d’une formule: intégrale assez cômpliquée, et par 
laquelle il est impossible d’avoir = en fonction de x, DATA 
Cependant si on suppose que le sphéroïde soit ‘peu différent de 
Ja sphère, ou que la distance du point:attiré au centre du sphé- 
roïde soit fort grande par rapport àises axes, on peut exprimer 
là valeur générale de 3 par une série/convergente délivrée de toute 
intégration. M. Laplace a donné, dans sà Théorie dés attractions 
des sphéroïdes, une très-belle, formule par laquelle on peut former 
epecpyement tous les fe de la série, et qui montre en même 


lemps; que la yaleur de 3 m; étant la. solidité. du sphéroïde, ne 


dépend que des quantités 3°—4* et CA, qui sont les carrés 
des excentricités. des deux sections qui bé par le même demi- 


axe À. 


J'ai trouvé qu’en partant | de ce | résultat. et faisant usage du théo- 
rème que j'ai donbé dans les Mémoires: de Berlinde’ 1792—53, on 
pouvait construire tout d’un coupla série dont il s’agit, par le seul 
développement du radiéal ` 

VE TS roc pop 
Mec. anal. Tom. I. 15 
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suivant les puissances de à etc, en ne conservant que les termes 
qui contiennent des puissances paires de b et c, et transformant 
chacun de ces termes, comme 77b*"c°", en 
(1.3.5:..9m—1)(1,3.5.. ann) H(B AC EANS a 
0.7.9. 2m + on + 8 
m étant la solidité du sphéroïde qui est exprimée. par Es ABC. 


Ainsi pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les 
puissances de y et z, on-fera i- 
r= Va +y +2, 
rh on trs d'abord le radical va ol AR , 
suiyant: les. puissances:.de X» z; ęn:neretenant: queles- puissances 
paires, on aura i 
inni D à e aa 
Vre Cr 3 abp? 
On déyeloppera ensuite les radicaux (7t 426") p ete., suivant les 
puissances de. bê, c*,.et on-transformera ces puissances ien puis- 
sances de B#—4",.C°—4* par la formule donnée ci-dessus.: De 
Cette manière, si- on fait, pour plus de simplicité , 
PR A Pen ue en 


By 6 Li Bras À 
(r+ bic) à 


e et à étant les excentricités des deux ellipses formées par les sec- 
tions qui passent par les démi-axes 4; Bet 4, Cjo aura pour 
Z une expression, en série- de, cette forme : esh 9gp. baagèh 


Im (R Ts pre x E yy“ Pza hreje 
dans Rues 


mes nt LË ah 1 
Á nt nf A ara 
1Q x Pro RD ere he sa 


Lia Fou 
5 4. 4.77 + CIC. 


Es __ oi oif + Señi° i 
E ESP mer == =} A 
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2 3et 
NA Ra + ete., 


6er 
té Fa + ete. 3 


IRIN 
Z = re + ete., 


ete. 


On wa poussé l'approximation, que, jusqu'aux quatrièmes dimensions 
de.e et,de,z; mais il est facile de la porter aussi loin qu’on voudra. 

Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de:différentes 
densités, alors en. faisant varier dans l'expression de = les quantités 
4, B, C, et par conséquent aussi e et à, on aurait ST4E. pour la 
vibes de, Z relative à,ce . sphéroïde,. 05 amor 

Ayant ainsi.la valeur de £ en Rotion des HE astres 
x,y yz du point attiré, on aura immédiatement, far la différen- 


tiation, les forces Le A } a suiyant cës oa Ea dues à 


l'attraction totale du sphéroïde. HART Ar LEE 
Et si au lieu des Coordonnées #, y ètz on prend le Pron 7 r 
ävec deux angles u et v, tels que Pon ait 


xar CoS w; = rsSinpisinr,: z= r SiN cosy, 


on aura l'attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon 7 
qui joint le point attiré et. le centre du sphéroïde, perpendiculai- 
rement à ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe Æ, et 
perpendiculairement au même rayon dans un plan parallèle à celui 
qui passe par les demi-axes B et C; par les'trois différentielles 


partielles 
d£ d£ dè 
dr’? rdu’?  rsnpdy 


Ces formules sont surtout utiles dans la théorie-de la figure de 
la terre, 
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CHAPITRE? ÎI tcra, T 
De léquilibre de plusieurs forces åppliqúćes à un système de 
corps , considérés comme des points, et liés entre eux par des 
Jils ou par des verges. «49 


| ià. Quelles que soient les fotecs qui agissent’ sur chaque coips, 
noûs ‘avons iih Risus Gri? HÝ comment oñ peût toujours Tes ré- 
duiré à LUC xX, pgo ‘dirigées süivant Tes trois coordonnées rec- 
tangles w, y, z” du mête corps, ; et tendantes" à ‘diminuer ces 
coordonnées © 00S NO -N i baos phi i rA A 
Nous supposerons donc, poùr aiik de stpléé, ici ét das la 
suite, que toutes 168 forces extérieures qui ägissént'sur lun même 
point ; s6ieht réduites ‘à ces oisi, PEB PAZ ANT Jasomme des 
momens de ces forces serarexprimée en général par là, formule 
Xdx + Ydy + Zdz; par conséquent la somme totale des momens, 
de toutes les forces du système, sera exprimée par la somme d'au- 
tant de formules semblables, qu'il y aura de corps ou points mobiles, 
en marquant par un, deux, trois, etc. traits, les quantités qui se 
rapportent aux différens corps que nous nommerons premier , Se- 
cond, troisième, etc. , 
De cette manière on a aura de pour fa: somme des momens des 
forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de COrps p 
la quantité 


1X da’ es F'dy'eZ'ds + X'dx" + Y’ dyt L'ds" + X” da 
+ "dy" + Z'dr" -+ etc: Ta 


Et il ne s’agira plus que de chercher les équations de condition 
L=0o, M—=0o, N—=0, etc., résultantes de la nature du problème. 
* Ayant Z, M, N, etc., ou seulement leurs différentielles en fonc- 
tions de x’, y’, z’, x", etc., et prenant des coefficiens indétérminés 


À, æ, v, etc., on ajoutera à la quantité précédente les termes 
AJL + maM + vaN + ete., et on égalera ensuite séparément à 
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zéro les membres affectés de chacune des différences dx’, dy’, de’, 
dx’, etc. (sect. précéd., art. 5), 


$ I. 


De léquilibre de trois ou de plusieurs corps attachés à un fil 
inextensible , ou extensible et susceptible de contraction. 


12. Considérons premièrement trois corps attachés fixement à 
un fil inextensible; les conditions du problème sont que les dis- 
tances entre le premier et le second corps, et entre le second et 
le troisième, soient invariables; ces distances étant les longueurs 
des portions de fil interceptées entre les corps. 

- Nommant f la premièré de ces distances, et g la seconde, on 
aura df= 0; dg== 0 pour les équations de condition; donc 4Z=—df, 
dM = dg, et l'équation générale de l'équilibre des trois corps sera 

` XX + Y'dy + Z'd! + X'dx + Y'dy + Z'di + X"dx" 

+ Y"a" + Z"d:" + Adf + pdg = 0. 
Or il est visible qu'on aura 


donc en différentiant 

ap = Car 220 D H Ey Cm y D mt) 
f E A TO A, 

iii (x"— æ!)(dx" —dx") + Cy" —y")(dy” — dy") + (2"— 2) (dz" — dz") 

ee EE E I A 

ces valeurs étant substituées, on aura les, neuf équations suivantes 

pour les conditions de l'équilibre du fil, 


dg 


X'—A = 0, 
Fa =o, $ 
Da N 0 
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ial air! 


X" +2 F E g 0; 
ONE A ARTS EEN 


I 


F À = 0; 
z aE UE = 0, 
K" +p = = 0; 
r”+ ET =o, 


2 Fe 


Z" + pu FALSE O2 

et il n’y aura plus qu’à éliminer de ces équations les deux incon- 
nues À et; ce qui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles 
fourniront aussi des équations différentes, ou présentées différem- 
ment pour l'équilibre des trois corps attachés au fil; nous choisirons 
celle qui paraîtra la plus simple. 

On voit d’abord que si on ajoute respectivement les trois pre- 
mières équations aux trois suivantes et aux trois dernières, on 
obtient ces trois-ci, délivrées des inconnues À et y. | 


X', X X" =o, 
PE FOUT 07, 
Z 4 Z  +Z"—= 0, 


lesquelles montrent que la somme de toutes les forces ‘parallèles 
à chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne 
sont qu'un cas particulier des équations générales trouvées dans la 
troisième section ( § I). 

Il ne reste donc plus qu'à trouver quatre autres sions pour 
cela, faisant abstraction des trois premières, j'ajoute respectivement 
les trois du milieu aux trois dernières, j'ai celles-ci où m ne se 
trouve plus ; 

XAK +? (x — x) = 0, 
PHP HAES o, 


Z + z +3 (z—:) = 0 
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et qui, par lélimination de À, donnent les deux suivantes : 


PP 0 


PRES PIS LES NE 


x — r 


Enfin considérant séparément les trois dernières équations qui 
contiennent w seul, et éliminant w, on aura ces deux autres-ċi : 


AD Per A Nr OL 


14 


x’ y’ 

LA n 

Z —7 
zZz” — X4— 0 
; 

Lx" 


Ces sept équations renferment les conditions nécessaires pour 
l'équilibre des trois corps, et étant jointes aux équations de con- 
dition fet g égales à des quantités données, suffisent pour déter- 
miner la position de chacun d'eux dans l’espace. 


15. Si fe fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre 
corps, tirés respectivement par les forces X, Y, Z, X’, F”, 
Z", X”, ete., suivant les directions des trois axes des coordonnées 
rectangles, on trouverait par des procédés semblables, qu'il me pa- 
raît inutile de répéter, les neuf équations suivantes pour l'équilibre 
de ces quatre corps, | MBA 

X + X'+ X LE X" =o, 

YEN PE PS o, 

Z + LEZ Hz — 
PR PE PUS (x EX XV) 0, 


n 1 


Z + Z" + Zh X + X° HE X) = o, 


Z 
La 


PET Le (XX) so, 


T 


S qe | 


2! + Z“ — Pr (A + EAA) = O, 


—, y" 
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Pr TA X= 0, 


SA 0: 


* Il est facile maintenant d'étendre cette solution à tel nombre de 
corps qu’on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chaînette ; 
mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée 
dans Je $ IL de la section précédente, 


14, On aurait une solution plus simple, à quelques égards, si on 
introduisait d’abord dans le calcul linvariabilité des distances 
Jf g, etc. 

Ainsi en se bornant au cas de trois corps, et nommant 4, 4/, 
les angles que les lignes f, g font avec le plan des x, y, et ®, 9 
. les angles que les projections de ces lignes sur le même plan, 
font avec l'axe des x, on aura 


a” — a= fcospcost, y"—y =f sing cosy, "=z =f sind, 
x” —a"= g cos p'cosd’, y” —y" =g sin o cosy’, z"— z" =g sino., 
Substituant les valeurs de x”, y’, z"; x”, y”, z” tirées de ces équa- 

tions dans la formule générale de l'équilibre de trois corps , 
X'dx + Y'dx + Z'dz' + X'dx" + Y'dy" + Z'dz' 
+ X"dx" + Y"dy" + Z"dz” = 0, 
en faisant varier simplement les quantités x, y z,,®, 0, d,\, 
dont les variations démeutent indéterminées, et égalant séparément 


à zéro les quantités multipliées par chacune de ces variations, on 
aura les sept équations : | re rec 


N'HRILXSS, 
HAE E LA PE (UE — 
Z' gt Eg, 
(X"+ X”) sing—(Y"+ F”) 008P FAP 2, 
X"sng — Y” cosg —o, 

(X-H 
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(X'+ X")cos 9 sin 4- (X"+ 7"}sin sind — (Z"+Z")cos 4 =o, 
X” cos @' siny + Y°sing' sin” — Z” cos 4 = 0, 


dont les cinq premières coincident immédiatement avec celles qu’on 
a trouvées dans Particle 12, par l'élimination des indéterminées A 
et w, et dont les deux dernières s’y réduisent facilement, en éli- 
minant les Y“, Y” par le moyen de la quatrième et de la cinquième. 

Mais si de cette manière on parvient plus directement aux équa- 
tions finales, c’est qu’on a employé une transformation préliminaire 
des variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu 
qu’en employant immédiatement les équations avee des coefficiens 
indéterminés, comme dans l’article 12, la solution du problème 
est réduite à un pur mécanisme de calcul. De plus.on a, par ces 
coefficiens, la valeur des forces que les verges f et g doivent sou- 
tenir par leur résistance à s’alonger, comme on le verra ci-après. 


15. Sion voulait que le premier corps fùt fixe, alors les diffé- 
rences dx’, dy’, dz’ seraient nulles, et les termes affectés de ces 
différences disparaîtraient d'eux-mêmes dans l'équation générale 
de l'équilibre. Ainsi les trois équations de, l'article 12, savoir, 
XL (a) =o, Y'— (s'y) =o, Zi a eme) =o, 
pauraient point lieu; donc les équations X’— X" -H X"+ etc. 0, 
FÆHY"+Y"+etc.=0, Z- Z" Z" etc. = 0, nauraient pas 
lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les mêmes. 
Ce cas est, comme lon voit, celui où le fil serait attaché fixement 
par une de ses extrémités. 

Et si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait 
non-seulement dx = 0, dy = 0, dz —0, mais aussi dat. — o 2 
dy" = o, dz”: — 0; et les termes affectés de ces six différences 
dans l'équation générale de l'équilibre, disparaîtraient, et feraient 
par conséquent disparaître aussi les six équations particulières qui 
en dépendent. 

Méc. anal, Tome T. 16 
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En général si les deux extrémités du fil n'étaient pas tout-à-fait 
libres, mais qu’elles fussent attachées à des points mobiles suivant 
une loi donnée; cette loi exprimée analÿtiquement, donnerait une ou 
plusieurs équations entre les différences dx’, dy’, dz’. qui se rap- 
portent au premier corps, et les différences dx", dec, gg'et, 
qui se rapportent au dernier; et il faudrait ajouter ces équations 
multipliées chacune par un nouveau coefficient indéterminé, à 
l'équation générale de l'équilibre trouvée plus haut; ou bien on substi- 
tuerait dans cette équation générale, la valeur d’une ou de plu- 
sieurs de ces différences, tirée des équations dont il s’agit, et on 
égalerait ensuite à zéro le coefficient de chacune de celles qui 
restent, ainsi qu'on l’a fait ci-dessus (art. 14). Comme cela n’a au- 
cune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas. 


16. Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction 
du fil sur les différens corps, il wy aura qu'à faire usage de 
la méthode donnée pour cet objet dans la section précédente 
(art. 5). 

On considérera donc que Pon a dans le cas présent, 


dL ap 0 (dé dx) de (+ a A+ (z"—z') (dz"—dz’) i 
att ag ENE A NET A EEEE, 
etc. a LZ i 


Donc 1°, on aura, par rapport au premier corps dont les coor- 
données sont x’, y’, z’, 
dl dé do Yy Loi, 
aE TT FRE ROR EPEN AE TT MARS 
donc 
vV 


VE E = VERRE s, 


Ainsi le premier corps recevra par l'action des autres une force 


PREMIÈRE PARTIE, SECTION V. 123 
SNe 


t dont la direction sera perpendiculaire à la surface repré- 
sentée par l'équation dŁ = df= o0 , en y faisant varier simplement 
x% y’, #3 or il est visible que cette surface west autre chose qu’une 
‘sphère dont le rayon est f, et dont le centre répond aux coordon- 
nées a’, y”, z"; par conséquent la force A sera dirigée suivant ce 
même rayon, c’est-à-dire le long du fil qui joint le premier et le - 
second corps. 


2°. On aura de même, par rapport au second corps dont les 
coordonnées sont x", y", z", 


dL _x"—x dL _y"—y aL z? 
M EE, 
donc . 
rax gaini 7an VON RS L. 
VOX C7) HE)= ee f = 1 , 


d’où il s’ensuit que le second corps recevra aussi une force A di- 
rigée perpendiculairement à la surface dont l'équation est dL=—df=0, 
en faisant varier x", y", z”; cette surface est de nouveau une 
sphère dont le rayon est f, mais dont le centre répondra aux 
coordonnées x’, y, z du premier corps; par conséquent la force À 
qui agit sur le second corps, sera aussi dirigée suivant le fil f qui 
joint ce corps au premier. 


5°. On aura encore, par rapport au second corps, 


VOD + + + (EN = 


De sorte que le second corps sera poussé de plus par une 
force =p, dont la direction sera perpendiculaire à la surface re- 
présentée par l'équation dg=0o, en faisant varier x", y", z”; cette 
surface n’étant autre chose qu’une sphère dont le rayon est g, il 
s’ensuit que la direction de la force w sera suivant ce rayon, C’est- 
à-dire, suivant le fil qui joint le second corps au troisième. 
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On fera le méme raisonnement par rapport aux autres Corps ; 
et on en tirera des conclusions semblables. 


17. Il est évident que la force À produite dans le premier corps; 
suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force 
égale À, mais directement contraire, qui agit sur le second corps, 
suivant la direction du même fil, ne peuvent être que les forces 
qui résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, Cest-à- 
dire, de la tension que souffre Ia portion du fil interceptée entre le 
premier et le second corps; de sorte que le coefficient À exprimera 
la quantité de cette tension. De même le coefficient y exprimera la 
tension de la, portion du fil interceptée entre le second et le troi- 
sième corps, et ainsi de suite. 

Au reste, on a supposé tacitement dans la solution du problème 
dont il s’agit, que chaque portion du fil était non-seulément inextert- 
sible, mais aussi roide, ensorte qu’elle conservait toujours la même 
longueur; par conséquent les forces À, w, etc. n'exprimeront les 
tensions qu'autant qu'elles seront positives et tendront à rapprocher 
les corps ; mais si elles étaient négatives et tendaïent à les éloigner 
Pun de Pautre, alors elles exprimeraient plutôt les résistances que 
le fil doit opposer au corps par le moyen de sa roideur, ou im- 
compressibilité. 


18. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer, et pour 
donner en même temps une nouvelle application de nos méthodes, 
nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit 
élastique dans le sens de sa longueur, et suscéptible d'extension et 
de contraction; et que F, G, etc. soient les forces de contraction 
des portions du fil f, g, etc., interceptées entre le premjer et le 
second corps, entre le second ‘et le troisième, etc. | 

Il est clair, par ce qu'on a dit dans Particle g de la section se- 
conde, que les forces F, G, etc. donneront les momens Fd/+-Gdg, etc. 

JI faudra donc ajouter ces momens à ceux qui viennent de Pac- 
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tion des forces étrangères, et que nous avons vu plus-haut:(art. 11) 
être représentés par la formule X’ax' + Y'dy + Z'dz + X'ax" 
HH F'dy" + 2'd + X”dx” -H F "ay" + Z"d:".+ etc., pour avoir 
la somme totale des momens du système; et comme il n’y a 
d'ailleurs aucune. condition partieulière à remplir, relativement à 
la disposition des corps, on aura l'équation générale de l'équilibre 
en égalant simplement à zéro la somme dont il s’agit; cette équa- 
tion sera donc | 


X'dx -+ Y'dy + Z'dé + X'dù + Y'dy" + Z'd? + X” dx”. 
+ F'dy" + Z"d:" + etc: + Fdf + Gdg + etc. = 0. 


Substituant les valeurs de df, dg; etc. trouvées ci-dessus (art. 12), 
et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des dif- 
férences dx’, dy’, etc., on aura les équations suivantes pour l'équi- 
libre du fil, dans le cas dont il s’agit, 

XK: — FG"- ed. Lee 


2 


| 
© 


F(y"— 7) 

7'— 0) — 
F 

DRAP CEA) AA 


yeyi Te ma) G(&"—x") 


PE 8, 
r D — z =P =o, 
Z' + mea — Sea = 0, 
X"+ D 0, 
FY'+ rue 0 
24 eraa 5 


lesquelles sont analogues à celles du même article, pour le cas où 
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le fil est inextensible, et donnent par la comparaison, A=#, 
p= G yete 

D'où Pon voit que les quantités F, G, ete. qui expriment ici les 
forces des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que 
nous ayons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces 
des mêmes fils, dans la supposition qu'ils soient inextensibles. 


19. Reprenons encore le cas d’un fil inextensible chargé de trois 
corps, mais supposons en même temps que le corps du milieu 
puisse couler le long du fil; dans ce cas la condition du problème 
sera que la somme des distances entre le premier et lesecond corps, 
et entre le second et le troisième soit constante; ainsi nommant, 
comme ci-dessus, f et g ces distances, on aura fH g = const., 
et par conséquent df-} dg= o. 

On multipliéra donc la quantité différentielle df+ dg par un 
coefficient indéterminé À , et on Pajoutera à la somme des momens 
des différentes forces qu’on suppose agir sur les corps, ce qui 
donnera cette équation générale de l'équilibre, 

X'dx + Y'dy + Z'd? + X'dx" HY "y" Z'dz" + X"dx" 

+ Y"dy" + Z'"dz" +A (df + dg) = 0; 
d’où (en substituant les valeurs de df et dg, et égalant à zéro la 
somme des termes affectés de chacune des différences dx’, dy’, etc.) 
on tirera les équations suivantes pour l'équilibre du fil, 


LATE, 


f 
L'HA(SE = SE) 0, 
y'a (I — IT = 0; 
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5 
y+ a =o, 
E E A 


dans lesquelles il ny aura plus qu’à éliminer linconnue 2. 

On voit par là comment il faudrait sy prendre, s'il y avait un 
plus grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement 
au fil, et dont les autres y pussent couler librement. 


SAT 
De l'équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 
inflexible et roide. 


20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une 
verge inflexible, ensorte qu'ils soient obligés de garder toujours 
entre eux les mêmes distances; il faudra dans ce cas que l’on ait non- 
seulement df—0o et dg—0o, mais que la différentielle de la distance 
entre le premier et le troisième corps, que nous désignerons par #, 
soit aussi nulle; par conséquent en prenant trois coefficiens indé- 
terminés, À, œ, », on aura cette équation générale de l'équilibre, 

X'dx' + Y'dy + Z'dz' + X'dx" + Y'dy' +- Z"dz" + X” dx” 

+ Y"dy" + Z"dz” + Ndf + pdg + ydh =o. 

Les valeurs de df et dg ont déjà été données ci-dessus; à l'égard 

de celle de dh, il est clair qu'on aura 


h = VERT ET FE, 
etpar conséquent 


a du Cd" de) + (9 y d (az )(d2" —d2/) 
= SE TUU y s 


Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la somme des termes 
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affectés de chacune des différences dx', dy’, etc., on aura ces neuf 
équations particulières 


x"— x x"— x 
X — À FE La — y rA = O, 
, SER VEETA 
Y À CURE LA O0, 
7! FA Z 7E in Z Ta Fe 0, 
Vs dx" 


| 
© 


z +a — 4 = — 0, 
x" + pe TE + = o, 


d'où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées à, x; 
», ensorte qu'il ne restera que six équations pour les conditions 


de l'équilibre. 


21. D'abord il est clair, par la forme même de ces équations, 
qu’en ajoutant respectivement les trois premières aux trois suivantes 
et ensuite aux trois dernières, on obtient sur-le-champ ces trois 
équations délivrées de A, t, », 


> a a: S a 0, 
Y + Y' +- Y"= o, 
Z +Z +z =o. 


Rien n’est plus facile que de trouver encore trois autres équaz, 
tions par l'élimination de À, pm, »; mais pour y parvenir de la ma- ™ 
mière la plus simple et la plus générale, je commence par déduire 

des 
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des équations de Particle précédent, ces neuf transformées, 


Ky RS A N ESA EE ET RE = 0; 


f 
Xz — Zx — à Eo — y LE 10: 
Phones 254 sen CN En) HE NE ro 
FÉES AI AL w ay" en ni æ'y" LS 
ne DA a EN 2x" = E = L'2" = 0, 
Yiz Ze x zy" e A, z'y" mH sos 
OR ne ere 
RO 7 TER pe ns à nd ES 0, 
TE EE E 


lesquelles étant, comme Pon voit, analogues aux équations primi- 
tives, donneront de la même manière, par la simple addition, ces 
trojs-cj : 


X'y — Y'x + X'y! — Y'x" + X"y" — N eal Os 
K Lx H K" — Z's" A K” — La" =o, 
PE LY HI LP + VE EL 0. 


Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme 
des forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées, doit 
être nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le prin- 
cipé connu des momens (en entendant par moment le produit de 
la puissance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme 
des momens de toutes les forces, pour faire tourner le système au- 
tour de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces six équa- 
tions ne sont que des cas particuliers des équations générales données 
dans la troisième section (§ I et I1). ; 

Méc. anal. Tome T. E A 
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22. Si le premier corps était fixe, alors les différences dx’, dy’, 
dz' seraient nulles, et les trois premières des neuf équations de Par- 
ticle 20 n’existeraient pas; il n’y aurait donc alors que six équa- 
tions, qui, par élimination des trois inconnues A, w, », se ré- 
duiraient à trois. 

Pour arriver à ces trois équations, on peut s’y prendre d'une 
manière analogue à celle dont on s’est servi pour trouver les trois 
dernières équations de l'article précédent, pourvu qu’on ait soin 
de faire ensorte que les transformées ne renferment point les in- 
déterminées À et y qui entrent dans les trois premières dont il 
faut maintenant faire abstraction; or c’est ce que l’on obtiendra par 
ces combinaisons , 

senay A CV) fn”) = (20) NT) 

A ES IEEE E STIE 0 
XL) 2" 2 0) pe ("= z(a" a") -ET = 


Erime y LI SE ÉD GE an 
X'y" y jE (x) ONE nr 2097 — o, 
X” (z"—z')—Z" (a” tn EEE NE D 6? 


Y" 2" ("y") Hu (z"—2") (y EA y” Ey ) (z"—z 748 


et si l’on ajoute maintenant les trois Te de ces transformées 
aux trois dernières , on aura sur-le-champ ces trois-ci, 
XP) — aa) + XF) = 0, 
X"(z'=2) = Z (ax) + X"(2"—2) —2"(x"—-x)=0, 
Y"( g'— 2) ESI VA (y" =y) - ES g"— 2!) a; 7 (Y"—9) = 0 i 
lesquelles auront toujours lieu, quel que soit Pétat du premier 
corps, puisqu'elles sont indépendantes des équations relatives à ce 
corps. Ces équations renferment, comme Pon voit, le même prin- 


eipe des momens, mais par rapport à des axes qui passeraient par 
le premier corps. 
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25. Supposons qu'il y ait un quatrième corps attaché à la même 
verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient x'", 
y“, 2", et les forces parallèles à ces coordonnées X", Y“, Za. 
Il faudra donc ajouter à la somme des momens des forces, la 
quantité 
` X Ydy -+ Y'dy" -+ VAA LAAN 
ensuite, comme les distances entre tous les corps doiyent demeurer 
constantes, on aura par les conditions du problème, non-seulement 
df=0, dg=0, dh=o, comme dans le cas précédent; mais aussi 
di=0, dm=o, dn—0, en nommant l,m, n les distances du 
quatrième corps aux trois précédens. Ainsi l'équation générale de 
l'équilibre sera dans ce cas j 
X'dx + Y'dy + Z'dz? + X'dx" + Y'dy" + Z'dz" + X"dx” 
+ Y"dy" + Z"dz" + X°'dx" + Y“dy“ +2" az" 
+ Adf + ydg + vdh -adl + pdm + cdn =o. 


Les valeurs de df, dg, dh sont les mêmes que ci-dessus; quant 
à celles de dl, dm, dn, il est visible qu’on aura 


I = VO) TE o EF, 
n = VE= y E EFF ; 
et par conséquent, 


I 


g = =) da Jy dy dy Hee YA du) 
E Ce GE PE ar 


Ga )(da da") HY" y)" dy") HE dedz") 


m » 


dn = Cada) + (y dy + (2) (Ed) 
n 


dm = 


Faisant ces substitutions, et égalant à zéro la: somme- des termes 
affectés de chacune des différences dx‘, dy, etc., on trouvera douze 
équations particulières , dont les neuf premières seront les mêmes 
que celles de-Particle 20, en ajoutant respectivement à leurs pre- 
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miers membres les quantités suivantes : 


oY — r y“ — y zY — 7 
— TT 1 » 7 7 1 , — !T 1 , 
Lu x PERRET À PAL 4 
L'Y— 2 RES gY — z" 
— 6 = Eee ER $ 
n n n 


x — x zx" ax" 
XV + 8 EE + p +o = 0; 


, NL y! 19 — a No y 
Fu + æ À op} À Lot L = o, 


AMEN IE em A E E e Eo 


24. Comme il y a en tout douze équations, et qu'il y a six indé- 
terminées, À, w, v,#, p, C à éliminer, il ne restera pour les 
conditions de l’équilibre, que six équations finales, comme dans le 
cas de trois corps; et on trouvera par une méthode semblable 
à celle de l’article 21, ces six équations analogues à celles de cet 
article, 

X'+X"+X"+X"=0, 

PERTE EF ETES 0) 

Z +Z +Z Z" =o, 
RKI E EXV — Va EX" — Va + Xp Pa 0, 
Xe Lx HE Xe" — Zx" EX" Zn EX EN ZE mo, 
FLY + Y'a LS HN" = LH Y y o, 

Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois 
suivantes, qu'on trouvera par la méthode de Farticle 22, et qui, 
étant indépendantes des équations relatives au premier corps, ont 
l'avantage d’avoir toujours lieu, quel que soit l'état de ce corps, 

XI =y) — Ya — x) H XU y — 9) — YU" — x) 
Xp y) m Va — à) = 0, 
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X’(z"— z’) zi Z'(x"— x’) +- X"(z" — z’) 2e Z"(x"— x’) 
—+ Xe LE) iiti Z“(x“"— x’) =O; 
Y'(:"— z’) ais Z'(y! —) + Y"(2"— 2!) Re Z"(y" —ÿ) 
-+ Yo(z"— z’) hian Zy — y’) = 0. 


25. On voit maintenant comment il faudrait s’y prendre pour 
trouver les conditions de l'équilibre d’un nombre quelconque de 
corps attachés à une verge ou à un levier inflexible. En. général 
il est visible que pour que la position respective des corps demeure 
la même, il suffit que les distances des trois premiers corps entre 
eux soient constantes, et que les distances de chacun des autres 
corps à ces trois-ci le soient aussi; puisque la position d’un point 
quelconque est toujours déterminée par les distances de ce point à 
trois points donnés. On fera donc pour chaque nouveau corps qu’on 
ajoutera au levier, les mêmes raisonnemens et les mêmes opérations 
qu'on a faites dans l'article 25, relativement au quatrième corps ; 
et chacun d'eux fournira trois nouvelles équations particulières , 
avec trois noûvelles indéterminées à éliminer; ensorte que les équa- 
tions finales seront toujours en même nombre que dans le cas de 
trois corps; et elles seront de la même forme que celles que nous 
venons de trouver dans l’article précédent. 

Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que 
nous avons trouvées en général pour l'équilibre d’un système quel- 
conque libre, dans les articles 3 et 9 de la section troisième. En 
effet, puisque, à cause de l’inflexibilité de la verge, les distances 
des corps entre eux sont inaltérables, il s’ensuit que l'équilibre doit 
avoir lieu si les mouvemens de translation et de rotation sont dé- 
truits; on aurait donc pu, par cette seule considération, résoudre 
le problème précédent, d’après les formules des articles cités; mais 
nous avons cru qu'il n’était pas inutile den donner une solution di- 
récte, et tirée des conditions particulières de la question. 
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$ LIL 


De l'équilibre de trois ow plusieurs corps attachés à une verge 
à ressort, 


. 26. Considérons de nouveau. le cas de trois, corps joints par-une 
verge et supposons de plus que la verge soit. élastique. dans le 
point où est le second corps, ensorte que les distances de. celui-ci 
au premier et au dernier soient constantes, mais que langle formé 
par les lignes de ces distances soit variable, et que leflèt de lélas- 
ticité consiste à augmenter cet angle, et par conséquent à diminuer 
l'angle extérieur formé par un des côtés, et par le prolongement 
de lautre. 

Nommons la force de l’élasticité Æ, et e- l'angle extérieur qu’elle 
tend à diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Æde 
(sect. IE, art. 9); de sorte que la somme des momens de toutes les 
forces: du système sera 

X'dd + Y'dy + Zidi + X' dx" + Y'O + ZE + X” da" 
+ Y"dy" + Z"d2" + Ede. 

Or les conditions du problème sont les mêmes ici que dans P'ar- 
ticle 12, c’est-à-dire, df = 0 et dg= o. Donc on aura cette équa- 
tion générale de l'équilibre, 

X'dx! + FY'dy +Z'dz + X'dx" + Y'dy" + Z'dz" + X"dx" 

+ Y"dy" + Z'dz" + Ede + df + pdg = 0; 
et il ne s'agira que dy substituer les valeurs de de, df, dg; celles 
de, df et dg sont les mêmes que dans l’article cité. 

Pour trouver la valeur de de, on remarquera qu’en nommant, 
comme dans l’article 20, X la distance rectiligne entre le premier 
corps et le troisième, dans le triangle dont les trois côtés sont f, 
g, h, Yangle opposé au côté 4% est 180°—e; ensorte que par le 


— h 
théorème connu, on aura —cose= Lte; d'où l’on tirera par 
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la différentiation la valeur de de; et comme, par les conditions du 
problème, on a df—o et dg=o, il suffira de faire varier e et %, 


ce qui donnera de= — Fine) cette valeur étant substituée dans 


l'équation précédente, il est facile de voir qu'elle deviendra de la 
même forme que l'équation générale de l'équilibre dans le cas de 


; . . El r 
Particle 20, en supposant dans celle-ci » =— Rare par conséquent 


les équations particulières seront encore les mêmes -dans les deux 
cas, avec cette seule différence, que dans celui de l'article cité, la 
quantité y est indéterminée et doit par conséquent être éliminée; au 
lieu que dans le cas présent, cette quantité est toute connue, et 
qu’il wy a que les deux indéterminées À, wà éliminer; ensorte qu'il 
doit rester une équation finale de plus que dans le cas cité, C’est- 
à-dire, sept équations finales au lieu de six. Or comme, soit que 
la quantité » soit connue ou non, rien n'empêche de Péliminer ayec 
les deux autres À, w, il est clair qu’on aura aussi dans le cas pré- 
sent les mêmes équations qu’on a trouvées daris les articles 21 et 22; 
et pour trouver la septième équation, il n’y aura qu’à éliminer À 
dans les trois premières, ou œ dans les trois dernières des neuf 
équations particulières de l’article 20, et substituer pour y sa ya- 


Eh 
leur T fgsine 


27. Au reste, si dans la valeur de de on n'avait pas voulu sup- 


poser df et dg nuls, on aurait eu une expression de cette forme 
h r z . 
de=— PT + Adf + Bdg, À et B étant des fonctions de f, g, 


A, sine; alors les trois termes Æde- Adf + pdg de l'équation 
générale, seraient devenus 


LA 
. 


— n dh (EA +A) df+-(EB +y) dg; 


mais À et w étant deux quantités indéterminées, il est visiblė qu’on 
peut mettre à leur place ÀA—Æ4, m—ÆEB; moyennant quoi la 
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quantité dont il s’agit deviendra 


— a sine q+ adf + pdg , 


comme si f et g weussent point varié dans l'expression de de! 
„Si plusieurs Frs étaient joints ensemble par des verges: élas- 
tiques, on trouverait de la même manière les équations nécessaires 
pour l'équilibre de ces corps, et en général notre méthode donnera 
toujours, avec la même facilité, les conditions de l'équilibre d’un 
système de corps liés entre eux d’une manière quelconque, et animés 
de telles forces extérieures qu’on voudra. La marche du calcul est, 
comme: lon voit, toujours uniforme, ce qu’on doit regarder comme 
un des principaux avantages de cette méthode. 


CHAPITRE III. 


De l'équilibre d’un fil dont tous les points sont tirés par des forces 
quelconques , et qui est supposé flexible, ou inflexible, ou élastique ; 
et en méme temps extensible ou non. 


28. C’est ici le lieu d'employer la méthode que nous ayons exposée 
` dans le § II de la section quatrième. 

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes 
les forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient ré- 
duites à trois, X, F, Z, dirigées suivant les coordonnées rec- 
tangles x, y, z de ce point. Ainsi en nommant dm lélément du 
fil, lequel est. proportionnel à l'élément ds de la courbe, multiplié 
par l'épaisseur du fil, on aura pour la somme des momens de toutes - 
ces forces, relativement à la longueur totale du fil, cette formule 
intégrale (art. 12, section IV), 


S(Xdx + Ydy + Zdk)am; 


et. comme la quantité Xdx-} Ydy+Zdz. west qu'une trans- 
formée de Pdp+Qdg + Rdr+ etc. (art. 1), si les forces P, 
; Q, 
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Q, R, etc. sont telles que cette quantité:soit intégrable, en nommant 
U son intégrale, on aura, comme dans l’article 25 de la section IV; 


Xdx + Yy +Zdr= dif, 


et la somme des momens sera exprimée par SdfIdm. 
$ I. 
De l'équilibre d'un fil flexible et inextensible. 

29. Considérons d’abord le cas d’un fil parfaitement flexible et 
inextensible; l'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimée 
par Vdx dy dz", il faudra, par la condition de l’inexten- 
sibilité, que ds soit une quantité invariable, et qwainsi Pon ait, 
par rapport à chaque élément du fil, cette équation- de condition 
indéfinie Jds—0. Multipliant donc dds par une quantité indétermi- 
née À, et prenant l'intégrale totale, on aura SAd'ds; et si Pon ma 
point d'autre équation de condition, on aura l'équation générale de 
l'équilibre , en égalant à zéro la somme des deux intégrales SJTIdm, 
et SAd'ds. 


Or ayant ds =V dx + dy + dr”, on aura, en djfférentiant 
‘suivant A, 


2 


Das = ddr + y + duddz. 


donc 


adx adz 


Sadds = S% S d'dy + sd 


changeant d'd en då, et intégrant par parties pour faire disparaître 
le d'avant d\, suivant les règles données dans Particle 15 de la sec- 
tion quatrième, on aura ces transformées , 


ddr = UE Ju — SAT x du, 
s^ __x'dy" xdy ph, 
2 ddy = 7 FLEE y 


a" i tiz! d | i 
ue d'dz = a dz" 7 OX — Sd. a Z x di. 


Mée. ia Tome J. i 13 
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Ainsi l'équation générale de l'équilibre deviendra 


5 (am à. N dx + (Fam —d. a dy (zam—a.)4) 


js Le daH TE RL Dis n KE I mE y m dé. 


— 


== O4 


50. On égalera d’abord à zéro (art. 16, sect. citée), les coeffi- 
ciens de dx, dy, dz sous le signe S, et Fon aura ces trois équa- 
tions particulières et HUE 

Xdm ~d. I = +0; 
Ydm — d. 2 Fr Oy 


adz 


= 0, 


d'où éliminant lindéterminée A, il restera deux équations qui ser- 
viront à déterminer la courbe du fil. 
‘Cette élimination est très-facile, car on n’a qu'à intégrer les 
équations précédentes, ce qui donnera celles-ci: 

ARARE 

ea = A + [Xdm; 
d 
2X = B + /Ydm, 


zdz 


= C + S Zdm;> 


} 


A, B, C étant les: constantes arbitraires; ensuitę on aura, en 


chassant à, , l 
dy _ B+ [Yäm. 
dx A+ /[Xdm ? 
dz _ C+/[Zdm 
dx A+ [Xdm d 


équations qui s'accordent avec les formules connues de Ja chafnette. 
Si on vêut parvenir directement à des équations purement diffé- 
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rentielles et sans signe /, on mettra les équations trouvées sous 
cette forme, 


dx dx 
Xdm — A, — dà g mO, 

dy dy i 
Ydm — Ad. TdA = 0, 

dz dz 
Zdm— àd. ~ g m 2> 


d’où éliminant dà, on aura d’abord ces deux-ci: 
Xdy—Ydx Naye MR OL AY 
SA dr Ex dm TX (3 diten d-i; ? 


ds 
ES am = À (EE a. EE a), 
Ensuite si on multiplie les mêmes équations respectivement par 
= = EX on aura, à cause de Sr Trga? + SA & 
= pa (EH de = 0, l'équation 


Xdx + Ydy + Zdz Im mn 
ds 4 
et il-n’y aura plus qu'à substituer [successivement dans cette der- 
nière équation les ;valeurs de À tirées des deux précédentes. 


91. Comme la quantité Adds peut représenter le moment d’une 
force À tendante à diminuer la longueur de l'élément ds (sect. IV, 
art. 6), le terme SAdds de l'équation générale de l’équilibre du fil 
(art. 29), représentera la somme des momens de toutes ces forces 
à qu'on peut supposer agir sur. tous les élémens du fil; en effet, 
chaque élément résiste, par son inextensibilité, à Faction des 
. forces extérieures, et on regarde communément cette résistance 
comme une force active qu’on nomme tension. Ainsi la quantité À 
<xprimera la tension du fil. 


5a: À l'égard de la condition de l'inextensibiité du fl, représen- 


14 MÉCANIQUE ANALYTIQUE: 

tée par l'invariabilité de chaque élément ‘de la courbe ds, on né” 
peut pas l'introduire dans l'équation de la courbe, én remplace- 

ment de l'indéterminée À, comme dans le cas où le fil forme un 

polygone, parce que, par la nature du calcul différentiel, la valeur 
absolue des élémens de Ja courbe, et en général de tous les élémens 

infiniment petits demeure indéterminée. Mais aussi, par la même 

raison, il n'est pas nécessaire qu’il y ait autant d'équations que de 

variables , et il suffit d’une équation de moins pour déterminer une 

ligne, soit à simple ou à double courbure. Ainsi la solution que nous 

venons de trouver par notreméthode, est complète à l'égard des équa- 

tions différentielles, et ne demande plus que des intégrations qui dé- 

Pen des expressions des forces X, Y, Z. 


35. Considérons maintenant Jes termes de l'équation générale de 
Farticle 29, qui sont hors du signe S; et supposons premièrement 
que le fil soit entièrement libre, Dans ce eas les variations dx’, dy/, 
Ss’ et dx’, dy”, de’ qui répondent aux deux points extrêmes du fil, 
seront toutes indéterminées et arbitraires; par conséquent il faudra 
que chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-même. 
Donc il faudra que Pon ait No et "= 0, c’est-à-dire que Ia 
valeur de À devra être nulle au commencement et à la fin du‘fik 
On remplira cette condition par le moyen des constantes. Ainsi, 
éommeles trois premières équations intégrales de l’article 50 donnent, 
pour le premier point du fil où les quantités affectées de / deviennent 


nulles , 
adx! xdy’ adz. 
As = y T O, 


et pour le dernier point du fil où f se change en s ; 


var = 44 SXam, = B+SYäm, = C+Zdm, 


on aura dans le cas dont il s’agit, “re B=0, C= ù, et 


SXAM = 0, SFäm = m o, SZdm = 0, 
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Ces trois équations répondent, comme Pon voit; à celles de Tar- 
ticle 12 de la section présente. À 

54. Supposons en second lieu que le fil soit attaché par un de 
ses bouts, ou par tous les deux; et si c’est le premier bout qui - 
est fixe, les variations dx’, dy’, dx’ seront nulles, et il suffira d'é- 
galer à zéro les coefliciens de dx’, dy”, d2", c'est-à-dire, de faire 
20: 

Pač la même raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira 
de faire X =o. Mais si les deux bouts étaient fixes à-la-fois, alors 
il n’y aurait aucune condition particulière à remplir, puisque les ya- 
xiations dx’, dy’, de’, da", dy", de” seraient toutes nulles. 


55. Supposons en troisième lieu, que les extrémités du fil soient 
attachées à des lignes ou ‘surfaces courbes, le long desquelles elles 
puissent glisser librement; et soient, par exemple, dz' =a dx" +-b'dy', 
dz'=u"dx"+-L'dy" les équations différentielles des surfaces auxquelles 
le premier et le dernier point du fil sont attachés. On aura pareil- 
lement en changeant den d, de'a dx 0 dy", deu" dr" Hb" dy"; 
on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il sagit, et om 
égalera ensuite à ‘zéro les cocficiens de dx’, dy’, dx”, dy”. 

En général on traitera la partie qui est hors du signe dans Péqua* 
tion générale de léquilibre, comme si elle était seule, et qu'elle re- 
présentàt l'équation de l'équilibre de deux corps séparés et placés: 
aux extrémités du fl. 


56. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par ses deux 
bouts aux extrémités d’un. levier mobile autour d'un point fixe. 
Soient. a, b, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent ` 
dans l’espace la position de ee point fixe, c’est-à-dire, du point d'ap- 
pui du levier, et soient de plus fla distance entre ce point d'appui 
et l'extrémité du levier à laquelle est attaché le premier bout du 
fil, g la distance entré le même poiùt d'appui.et l'autre extrémité du 
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levier à laquelle est attaché le second bout du fil, Z la distance entre 
les deux extrémités du levier, et par conséquent aussi entre les 
deux bouts du fil; il est clair que ces six.quantités a, b, c, f, 
g, h sont données par la nature du problème, et il est visible en 
même temps que x’, y’, z’ étant les coordonnées pour le commen- 
cement de la courbe du fil, et x’, y’, z" les coordonnées pour 
la fin de la même courbe, on aura , 

f=NG=r FC EC, 

g = VEEL] F Oy Er), 
; k = V =x F (y yF + l" 27. 
Or ces quantités f, g; étant invariables, on aura,en différentiant 
par d ces trois équations de condition déterminées, 
(a — x) + (b—y)dy + (o—zri = o, 
(a — x") + (b — yy + (c— #)d# = 0, 
(ax) (da — dx) + (y) dd) + (2) (dr) = 0, 
lesquelles étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, 
devront être aussi ajoutées à l'équation générale de léquilibre, 
Ainsi prenanta., 8, y pour les trois coefliciens dontil s’agit, et éga- 


lant à zéro lesicoefliciens des six variations dx’, dy/, de’, d'a, dy”, du, 
on aura autant d'équations particulières déterminées , qui seront 


a (a =x) = y (xx) —r mo, 
, 'd 

a (=y) — 7 (=y) — Z =o, 
a'dz’ 


arj y (r= 
Bi Ery (aa) EE Do, 
EAEE = 0, 
Blet yle) + = 0, 


ét qui, par l'élimination de æ, By, se réduiront à trois, 
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Ces trois équations étant ensuite combinées avec les: trois équa- 
tions de condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des 
deux extrémités du fil. 

On voit par là comment il faudra s’y prendre daus d'autres cas 
semblables. 


57. Enfin; ŝi outre les foreks qui animent chaque point du fil, 
il y en avait de particulières appliquées aux deux extrémités A 
fil, et représentées par X’, Y’, Z’ pour le premier bout. du fil, 
et par X’, Y”, Z” pour le dernier bout, ces fòrces donneraient 
les momens 


X dv H Edy H Zde H X’ da" e dy Zde" 
et il faudrait ajouter encore ‘cette quantité au premier membre dë 
l'équation générale de Péquilibre, c’est-à-dire, à la partie qui est 
“hors du signe, laquelle deviendrait alors 


Gr) au CE re (zi a) 
+ Gr a+ (PU (ZEN, 


et Sur laquelle on opérerait dans les différens cas, comme on vient 
de le voir dans les articles précédens. 


58. Supposons maintenant que le fil animé dans tous ses points 
par les mêmes forces X, Y, Z, et tiré de plus dans ses deux ex- 
trémités par les forces X, 7’, Z’, X”, 7", Z", doive être couché 
sur une surface courbe donnée, dont l'équation soit dz = pdx+- gdy, 
et que Pon demande la figure et la position de ce fil sur la même 
surface pour qu'il soit en équilibre. 

Ce problème qui serait peut-être assez difficile à traiter par les 
principes ordinaires de la Mécanique, se résout très-facilement par . 
notre méthode et par nos formules; en effet, par l'équation de la 
surface donnée, on a, en changeant d en d^, dz=pdx-gdy ; ainsi 
il n’y aura qu'à substituer cette valeur de dz dans les termes sous 


` 
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le signe de l'équation générale de l'équilibre du fil (art. 29), ét én- 
suite égaler séparément à zéro les quantités affectées de dx et de 
d'y. On aura par ce moyen ces deux équations indéfinies, 


G rdx’ 


Xdm — d. AP (zim — 4. —)=0, 
ir 
Fam — d? + q (Zam — d:t) = 0, 


lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées 
avec l'équation dz = pdx4 gdy de la surface, et étant débar- 
rassées, par l'élimination, de l’indéterminée A, 


59. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa 
longueur à la même surface, on aura aussi pour ses deux points 
extrêmes, dz'=p'dx Lg dy et dz=p'dx" + g'dy". On fera donc 
` encore ces substitutions dans les termes hors du signe de l'équa- 
tion générale, ou plutôt dans la formule donnée dans l’article 57, 
dans laquelle on a-eu égard aux forces X’, Y’, etc.; on égalera en- 
suite séparément à zéro les quantités affectées de chacune des 
quatre variations restantes dx’, dy’, dx’, dy> ; l'on aura ces quatre 
nouvelles équations déterminées, & 


XIE ap (zr) = o, 
Fe (z — EN = 0; 


xt ME ppt (2 +) = 0, 


Lots a nat (ZE) = 0, 


… 


auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes. 


4o. Maïs au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire, 
la valeur de dz en dx et d'y tirée de l'équation Jz—pdx—ydy=0, 
on pourrait regarder cette mème équation comme une nouvelle 
équation de condition indéterminée; il faudrait alors multiplier cette 

équation 
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équation par un autre coefficient indéterminé w, en prendre in- 
tégrale totale , et l'ajouter à l'équation générale de l'équilibre (art. 29). 
De cette manière la partie sous le signe deviendrait 


S[ (Xama. E ap) dx + (Fam — à ny NS, 
+ (Zam— aE + pu) ], | 


et l’on aurait immédiatement ces.trois équations indéfinies, 


Xim — 4. 7 — up = 0, 
Fam — aF — q = 0; 
Zdam —4 $ +e =0, 


Jesquelles par l'élimination de w redonneront les mêmes équations 
déjà trouvées (art. 58). Mais ‚ces dernières ont de plus l'avantage 
de faire connaître en même temps la pression que chaque élément 
du fil exerce sur la surface, d’après la théorie donnée dans l’article 5 
de la section quatrième. 

En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes 
(dz — pdx— gdy) provenans de l'équation de condition de —pdx 
—qdy= 0, peuvent représenter Veffet d'une force égale à 
VOX p + T)» et appliquée à chaque élément ds du fil dans 
une direction perpendiculaire à Ja surface qui a pour équation 
d'z—pdx— gdy =o, ou bien dz—pdx— gdy =o, Cest-à-dire 
à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. Cette 
surface, par sa résistance, produit la force p V/1-p°+g°, laquelle 
sera par conséquent égale et directement contraire à la pression 
exercée par le fil sur la même surface (art. 7, sect. IV). De sorte 


que la pression de chaque point du fil sera = LAENER D, ou 


bien en substituant les valeurs de w, up, mg tirées des équations 
ci-dessus, 
Méc. anal. Tome T. 29 
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V (Xma. ean + ( Yam —d. T). + (Zdam 2 eu 
Me NE ET A E Ar E Eai 
ds 


On appliquera ensuite les mêmes raisonnemens à la partie de 
l'équation générale qui est hors du signe &§, et Pon en tirera des 
conclusions analogues. 


41. Si le fil couché sur la surface donnée n’était tendu que par 
des forces appliquées à ses extrémités, on aurait X=0, Y=—0, 
Z=0, et par conséquent dA = o. (art. 30); donc A= à une cons- 
tante; ainsi la tension du fil serait partout la même (art. 51), ce qui 
s'accorde avec ce qu’on sait d’ailleurs. Dans ce cas, la formule 
générale de l'équilibre du fil se réduirait à 

ASdds + Su(de — pds — dy) = 0, 
dont le premier terme est la même chose que Ad'.Sds ou ads. 
Ainsi cette équation exprime que la longueur de la courbe formée 
par le fil sur la surface représentée, par équation dz—pdx—qdy =0 
doit être un maximum ou un minimum ; et la pression exercée 
par le fil sur chaque point de cette surface, sera alors 


ACER) 


Or on sait que LATE (a. Z) + Ce ' exprime l'angle 
de contingence de la courbe, lequel! est égal à F ; en nommant p 


le rayon osculateur. Ainsi la pression sera =) et par consé- 
quent en raison inverse du rayon osculateur, 


PREMIÈRE PARTIE, SECTION V. 147 
S'IL. 


De l'équilibre d'un fil, ou d'une surface flexible et en méme temps 
extensible et contractible. 


42. Jusqu'ici nous avons supposé que le fil était inextensible ; 
regardons-le maintenant comme un ressort capable d'extension et 
de contraction; et soit Fla force avec laquelle chaque élément ds 
de la courbe du fil tend à se contracter, on aura, comme dans l'ar- 
ticle 18 (en mettant ds à la place de f, et en changeant den d), 
Fdds pour le moment de cette force, et SFdds pour la somme 
des momens de toutes les forces de contraction qui agissent sur 
toute la longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SFd'ds 
à l'intégrale S(Xdx+ Ydy + Zdz)dm qui exprime la somme des 
momens de toutes les forces extérieures qui agissent sur le fil (art. 28), 
et égalant le tout à zéro, on aura l'équation générale de l'équilibre 
du fil à ressort. 

Or il est visible que cette équation sera de la même forme que 
celle de l’article 29 pour le cas d’un fil inextensible, et qu'en y 
changeant Æ en À, les deux équations deviendront identiques. 
On aura donc, dans le cas présent, les mêmes équations particu- 
lières pour l'équilibre du fil qu'on a trouvées dans l'article 30, 
en mettant seulement dans celles-ci Æ à la place de A; et si on 
élimine la quantité F, comme on a éliminé la quantité à, on aura 
pour la courbe formée par un fil extensible, deux équations qui 
seront identiquement les mêmes que celles qui ont lieu pour un fil 
inextensible. 


45. A l'égard de la quantité F qui représente l’élasticité ou la 
force de contraction de chaque élément ds, il est naturel de Pex- 
primer par une fonction de l'extension que cet élément subit par 
l'action des forces X, F, Z. Ainsi, en supposant que ds soit la 
longueur primitive de ds, on pourra regarder F comme une fonction 
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donnée de © =; mais comme par la nature du calcul différentiel Ia 


valeur Re des élémens ds demeure indéterminée, la valeur de Æ 
sera aussi indéterminée, et ne pourra être connue que par le 
moyen d’une des trois équations de l'équilibre du fil. Ainsi quoique 
dans le cas présent notre analyse paraisse donner une équation de 
trop, elle ne donne néanmoins qùe les équations nécessaires pour 
déterminer la courbe du fil et la résistance de chacun de ses élémens. 

Euisque la quantité À de la solution de l’article 30 répond exac- 
tement à la quantité Æ qui exprime la force réelle avec laquelle 
chaque élément du fil est tendu par Faction des forces antérieures, 
il s'ensuit qu'on peut aussi regarder cette quantité À comme repré- 
sentant la tension du fil inextensible. C’est ce que nous ayons déjà 
trouvé & priori dans l'article 31. 


44. Appliquons les mêmes principes à la détermination de Péqui- 
libre d’une surface dont tous les élémens dm soient extensibles et 
contractibles. L'élément d’une surface dont les coordonnées sont x; 
y, z, ct où l'on regardez conne fonction de x; y, est exprimé 


par la formule 
at ++ CG) + (T + E 


‘Ainsi en appelant F la force d’élasticité avec laquelle cet élément 
tend à se contracter, la somme des momens de toutes ces forces 
sera exprimée par l'intégrale double, 


SSES. à + (E+ (T). è 
qui, étant ajoutée à Pintégrale double 
SS(Xx + Ydy + Zdz)dm, 
où dm est l'élément de la surface, donnera la somme des momens 
de toutes les forces, laquelle doit être nulle dans léquilibre, 
En faisant, comme dans l’article 31 de la section IV, 


dz ' dz Cae BEEN E TA 
Baer, er à Vire, 
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on aura dm = Udxdy, et 


dE 0 QU E 
da T U? üz TU? 


donc (art. 55, 54, sect. IV), 


DE ee ce So dd a 


d: Ddxdy = Ea t2 ane +2) de. 


Substituant ces valeurs dans peron double SSFS.Udxdy, et 
faisant disparaître par des intégrations par parties les différences 
partielles des variations marquées par d', on aura 


S (Udy + sik Fdx TR + du) Fdy 


FdU d, Er FdÙ … d.FU | | 
od Fz e 


i , et du = dx — z'dx— zdy (art. cités). 


Les intégrales Er relatives à x et à y se rapportent aux 
limites et disparaissent d’elles-mêmes , dans le cas où l’on suppose 
que les bords de la surface sont fixes, parce qu’alors les variations 
dx, dy, dx sont nulles dans tous les points du contour de la 
surface. 

Les termes sous le doublé $igrie S5 étant ajoutés à ceux de l'inté- 
grale double SS (XJ\x + Edy + Zd\:) Udxdy, on égalera séparé- 
ment à zéro les coefficiens des variations dx, dy, dz, et Pon aura 
les trois équations 


Ait en ir A 
FU RER EE Ve, = 0) 
ZU—V =o 


Les deux premières donneront la valeur de'la force F'qu'ilfaudra 
substituer dans l'expression dé Z de la troisième, de sorte qu’on 
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n'aura , en dernière analyse, qu’une seule équation à différences pars 
tielles pour déterminer la surface d'équilibre, 

En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction 
connue de l'élément dm de la surface dans son état de contraction 
ou extension , elle n’en demeure pas moins indéterminée, parce 
que la grandeur absolue des élémens de la surface ne peut entrer 
dans le calcul; de sorte que la valeur de F ne peut être détermi- 
née que par jé conditions mêmes dé l'équilibre; c’est ici un cas 
semblable à celui de Particle 43. 


45. Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux 
premières équations la valeur de 7 tirée de la dernière , elles 
deviendront 


FU d. UF: 
u(x zi e a dr 
FdU _ d. UF 
U(X+25 + y at 


Soit, commie dans l’article 28, 
Kdx + Ydy + Zde =; 
on aura, puisque z est censée fonction de x, TSN ; 
dan dz De 


et les, deux équations set en divisant par ii 
dü; dM+ dm: .4dF 
dx dx dy — dy? 
‘lesquelles donnent simplement celle-ci, dl = dF, d'où D= F-H a į 
résultat conforme à celui de Part, 36, sect. IV. Ensuite la troisième 
équation donnera; en regardant M comme fonction de x, y , z, 


ie RTE, 
A EL AA 
dz dx dy 2. 


‘ge sera l'équation de la surface. 
Si Ja surface différait très-peu, d'un. plan, ensorte que l'ordon- 


tal 
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née z fùt très-petite; alors en négligeant les quantités trés-pelites 
du second ordre , on aurait U= L; done F=li+a, a! étant une 
constante, et l'équation de la surface serait ti , 

an dta) E ir dma) E bis 

di TT de ART ; 
En supposant qu'il n’y ait d'autres forces. que la gravité g qui agisse 
suivant l’ordonnée z pour Faugmenter, où aura M= gz; par con- 
séquent, en négligeant toujours les secondes dimensions dez, 


dz dz 
a (st ms) E id 
équation intégrable en général, mais. avec des fonctions imaginaires 
qui rendent cette solution peu susceptible application: 


$. JE. 
De l'équilibre d'un fil, ou lame élastique. 


j >) 

46. Reprenons le cas d’un fil inextensible, mais ‘au: liew,de le 
supposer en même temps parfaitement flexible, comme on l'a, fait 
jusqu'ici, supposons-le élastique, ensorte qu'il y ait dans chaque 
point une force que j'appellerai Æ, qui s'oppose à l'inflexion du fil, 
et qui tende par conséquent à diminuer l'angle de. contingence. 
Nommant: cet angle e, on aura, comme- dans, l'article 26 (en,,chan- 
geant seulement d en d), Æde pour le moment de chaque force Æ; 
donc SÆd'e sera la somme des momens de toutes les forces d'élas- 
ticité qui agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra’ donc 
être ajoutée au premier membre de l'équation générale- de‘l'équi- 
libre dans le cas d’un fil'inextensible et parfaiterhent flexible (art: 29). 

Toute la difficulté consiste ‘ à ‘raméner l'intégrale SZ derà: le 
forme convenable-; pour cela il: faut commencer par chercher 
la valeur de e; or nous avons trouvé plus haut (art. 26 ), 


n Eteh poa roi tir 5h 
cose mama » d’où l’on tire 


$ 2321. 2 2 — h°) | 
SNe’ =á St | ; 225 
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Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remar 
quer ‘que les, coprdonnéesix", y/, z, x", y", 2°, a", y", z") par lee- 
quelles nous avons exprimé les quantités f, g, % (art. 12 et 20), 
deviennent ici x, y, z; «dx, y—dy, zdz; x + odx + dx, 
y +2dy + d'y, z-+adz+ dz; ensorte qu'on aura f= dx" dy" 
+de = ds, g° = (dx+4 dx) + (dy + dy) + (dzz) = dx 
tE dy + dz" + (dydw + dydy + didt) + da + dy" + d'z 
= ds" odsds+ da dy +de, h=—(odx+4-d'x)+(sdy+dy) 
+ (2dz+ dz} = 4ds°+4dsds + dx + dy+ dr; donc f- 
— h=—ods —2dsds; et 49 (fig — h) =4ds +8dsd's 
+ 4ds (dx + dy Hd) — 4(ds°+dsds) = 4ds (d'a + dy" +de 
— ds‘). Donc enfin on aura, en négligeant les: infiniment petits 
du troisième ordre, 


o a L de dy +de — ds" 
GG On TT Et 


Comme cette valeur de sine* est infiniment petite du second ordre, 
il s’énsuit! que ‘sine, et par conséquent aussi l'angle e sera: infini- 
mènt petit du premier ordre; de sorte qu'on aura 

s VAT dy Far Es, 

ds 2 
“est Pexpression de l'angle de contingence dans une courbe quel- 
conque ‘à ‘double Courbare et qui revieut à celle de l’art. 41. 
tik SBIH $ 
enhy On differentiera maintenant: suivant d', pour avoir la valeur 
de de, et comme par la condition de l'inextensibilité du fil on a 
-déju dis 0: (art, 29);cet, par:conséquent-aussi. ddds = dd's =0, 
Ont, pourra trailér dans ‘la différéntiation dont, i s'agit; ds et d's 
RARE éonstantes , äinsi Von aura 
19d54ad H i = dxd'?a + d'yddty + dzdd°z 

dg amA- ji hds y Ea + d'y + das ? 
substituant dak SES, et faisant, pour abréger, 
t dis \ Æ 
Trees er 


t 


on 
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on aura 
SEde = SId'xd'd'x + SId°yd d'y + SId'zd'd'z. 

Ces expressions étant traitées suivant les règles données dans 
l'article 15 de la section quatrième, en y changeant d'abord dg 
en då, et intégrant ensuite par parties pour faire disparaitre le g 
avant d, on aura les transformées suivantes : 

SId xd dx = I'P dx" — d. (I'd) Ja — L'dx dd \x" 
+ d. (Tex) dx + Sd .(Idx)dx, 
SIdyddy= l'd'y'ddy" — d.(l'dy")dy" — T'd'y ddy 
+ d.(T dy )dy + S®.(Id'y)dy , 

Srdxdé = l'dz'ade" — d.(1'æz")d;" — T'd''ddx’ 
+d.(T'dz)de + Sd .(Idr)d'e. 

On ‘ajoutera donc ces différens termes à ceux qui forment le pre- 
mier membre de l'équation générale de l'équilibre de l’article 29, et 
Von aura l'équation de l'équilibre d’un fil inextensible et élastique. 


48. Égalant d'abord à zéro les coefficiens des variations dx, dy, 
dz qui se trouvent sous Je signe S, on aura ces trois équations 
indéfinies 

` adx a a ee” 

Xdm — d. ie on d .(Id'x) = 0, 


Yam — d. 2 + d.(Id y) = 0) 


Zam — d. E + (Pr) = 0, 


d'où il faudra éliminer Pindéterminée À, ce qui les réduira à deus, 
qui suffiront pour déterminer la courbe du fil. 
Une première intégration donne 


dæ ; i 
a — d.(Idx) = A + [Xdm, 


Y — (Ty) = B + fYdm, 


AE id (IdE) = C+/Zam, 


. Mec. andi: Tome I. 20 
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A, B, C étant des constantes arbitraires, et Du de À 
donnera 
dxd. (Idy) — dd. (Id'x) = (A + Xdm)dy — (B+S[Yam)dx, 
dxd.([de) — did.(IPx) = (4+SXdm)dz — (C +/Zdm)dx, 
dyd.(Td'z) — did (Id) = (B + [Ydm)ds — (C +f Zdmdy, 
dont la dernière est déjà contenue dans les deux autres. 

Ces équations sont de nouveau’intégrables, et l'on aura 


Tdxdy — dydx) = F+ SA +SXdn)4y — NB + Ydm)dx, 


I(dxd'z — dzd) =G +AA} Xdm)dz =C + Zdm)dx, 
I(dy dx — dzđy) =H 4AB +SYdm)di — C + f Zdm)dy, 
F, G, H étant de nouvelles constantes. 
Or nous ayons supposé plus haut (article 47), 

E. A y y i 
= BVdetdy tie de ; le carré du dénominateur de: cette 
quantité est ds’ (dx + dy + dx) — ds°d’s° = (dx° + dy + de} 
(Pa dy de) — (dx + dydy + ddr) = (dxdy—dy dx) 
+ (dxd?z — d:dx) (dy dx — dzdy). Donc sion ajoute ensemble 
les carrés des trois équations précédentes, on aura celle-ois sans : 

différentielles , 
E = ( F + NA + [Xdm)jdy — AB + [Ydm)dx), 
+ (G + JA + [Xdm)dz — KC + [Zdm)dx), 
+ (H + RB + SYdm)dé = NC + fZdm)#y), ` 


et si on divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci 
où Pélasticité n’entre pas, 


dxdz— dzdx. _ G+/[(A + SXdm)da— (C4 [Zdn)dæ 
dady —djdz ~ FE + JA + JXdm)dy — [B -+fYdm)dx 


Ces deux équations sont ce qu'il y a de plus simple pour déter- 
miner la courbe élastique, en ayant égard à la double courbure. 


49. On suppose communément que Ja force élastique qui s'op- 
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pose à l'inflexion est en raison inverse du, rayon osculateur. Ainsi 
en nommant p ce rayon, on aura Æ =, K étant un coefficient 
constant. 

Mais on sait que =s ; donc E=%, ainsi la quantité 7, 
r E . 
que nous avons supposée = == (art. 47), deviendra -a et par 
conséquent constante, en supposant, ce. qui est permis, ds CONS 
tante. Ainsi les trois premières équations (art. 48) seront 


4 
Xdm = EE = 0, 


Fam )d + PL = 0, 


4, 
Zdm —.d. ME FE A), 


Si on ajoute ensemble. ces trois équations aprés avoir multiplié 
. s 1 d 
la première par =s , la seconde par +, et la troisième par T? on 
aura , à cause de 
dx q jé a. dz , da __ i ai mb SU | 
SF RE + d Su: dur A r e= os 
l'équation 


(Xdx + Ydy + za) T = g dix Bae PME + dzdiz 


=dÀ. 


Soit T l'épaisseur du fil, on aura dm = Tds, èt l'équation pré- 
, cédente étant Lie en supposant. ds constant, donnera 


= JT (Xdx + Ydy + Zds) 
drd'rt-dydy+dide _ Patty ida 
+K (=i ds DT ads X. 


Cette valeur de À exprime la tension de la lame élastique; c'est- 
à-dire la résistance ayec laquelle elle s’oppose à la force qui tend 
à l'alonger, comme dans l'article 51. 


5o. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui :dans 
lequel les forces X,Y, Z, qu'on suppôse agir sur tous les points 


156 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

de la lame élastique, sont nulles, et que la courbure de Ia lame 
vient uniquement des forces appliquées à ses deux extrémités. Dans 
ce cas, les équations Fe de Particle 48 donnent, en met- 


tant pour Z sa valeur — Tr 


dxd’y — dyd’. 
KI SFH Ay — Br, 


KR GB Ou; 


KDE H+ Br — Cy; 


mais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible 
en général. 

Lorsque la courbure de Ia lame est toute dans un même plan, 
en prenant pour ce plan celui des x et y, et faisant dy =dssin?, 
dx =dscos®, la première équation, i est alors la seule néces- 


saire, devient 
2 = F+ Afsinqds — B /cosgds , 
laquelle, étant différentiée, donne 
ae = À sing — B cos ?; 
multipliant par dp et intégrant derechef, | 


de 
La = Acos 9 + B sing + D, 
d’où l’on tire 


de = 
CT V aD + 24 cosp- 28 sing 
PaE cos® do 


V2D + DA coso +aBsine” 


et comme on a par la première équation F+dy= Br > OB 


aura 
Bz— F 
z= — 3 V2D F 2Acos 0 -F 2B SnG. 
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‘Ainsi tout se réduit à intégrer les valeurs de ds et dx; mais ces 
intégrations dépendent de la rectification des sections coniques. 
Jusqu'à présent il ne paraît pas qu’on: ait été plus loin dans la so- 
lution générale du problème de la courbe élastique. 


51. Considérons maintenant les termes de l'équation générale qui 
sont hors du signe S; ces termes sont 


x'dx" 
ds" 


Aldy" t ATA $ z = 
+ (57 — d.(1 dyn dy + Tey adj 


+ ee —d (I "dary Jd! + 1 "Pe'ddz" 


— d.(1 "day dx’ + l'dx'ddx" 


aa — d.(I (d'a!) Ax — Il'd'x'ddx 


a'd É l'yd, t 1 Jaa, ‘4 
= ( Te — d. (Idy DA — r'dy'ddy 
Es Kdz SE a.(r'ax))de' etre I'dz'dds'; 


et il faudra les faire disparaître indépendamment des valeurs de 
da”, dy" y ete. 

Donc, 1°, si le fil est entiérement libre, il ‘faudra que les coeffi- 
ciens des douzè quantités EA Jr S per , ddx", dd", dd'z" Zis A dy’, 
dz’, ddx', ddy', ddz’ sojent chacùn nul en particulier. 

Or d’après les premières équations intégrales de Particle 48, on 
voit qu'en faisant commencer les intégrations. au premier point du 
fil, les coefficiens de dw’, dy’, de’ sont égaux à 4, B, C, et ceux 
de dx", dy’, dz' Mer A+ SXdm, B+SYdm, C+SZdm. 
Ainsi il faudra que l'on ait, dans Je cas dont il s'agit 4=0, B=0; 
C= o, et SXdm=o, SYdm=o, SZdm =o. 

Ensuite il faudra que: Ton, ait- aussi L'&x=0, T'a y0 
ldr'=o, et Tax. e I'd V0» Tex =0 , pour; faire dispa- 
raître Jes termes affectés de dsx’, ddy" , etc.; et il est clair que 
les secondes équations. intégrales du même article donneront 
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-Po :G—=o, H=o; et S(fXam.dy — fYdm.dx)=0, 
ASS Xdm dz — fZ dm. dx) =0, S(fY dm. def Zdm:dy)=0. 
3°, Si la première extrémité du filest ‘fixe, ‘alors k'=0, dy—0, 
d—0; par conséquent 4,%, C'ne‘seront'pas nuls; mais la con- 
dition que les coefficiens de dx", dy", dz” soient nuls, donnera 
A=—SXdm, B=—SYüm, C—-8Zdm; et si la position de 
la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on aurait de plus 
dix =o, ddy =o, dd =o, par conséquent #, G, H ne seraient 
pas nuls, mais la nullité des coefficiens de ddx’, ddÿ", dd" donne- 
roit F=S(B+/Ydm)dx — (AHSXdM)dy), G=S((C+fZdm)dx 
—(A+S[Xdm)&), H=S(C+/Zdm)dy — (B +f Ydm)d:). 
On raisonnera de la même manière par rapport à l’état de la seconde 
extrémité du fil. y 
5°. Enfin, si outre les forces qui agissent sur tous les points du fil, 
il y en avait de particulières X’, -F/,,Z’, X°, Y”, Z’,-appliquées à 
Pune et à Pautre extrémité, il n’y aurait qu'à ajouter | aux termes 
ci-dessus les ‘suivans : 


X' dv pd EOR OP dy" 47/0", 
et sil y avait de plus d'autres conditions relatives à l'état de ces 


“extrémités , on opérerait toujours de Ja même façon et d’après les 
mêmes principes, 


52. Si on voulait que le fil fåt doublement élastique, tant à l'égard 
de l'extensibilité qu'a’ Pégard de la flexibilité, alors on aurait dans 
` l'équation générale de Pi équilibre, à à la place du terme, SAdd's, celui-ci 
“SEd, c’est-à-dire, simplement Fàlaj place "de À, en nommant F. 
‘ Ja force d'élasticité qui résiste à l'extension du fil Cat, 42). Mais il 
faudrait, de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable. dans 
t l'expression: de dé : par conséquent il faudrait ajouter à la valeur . 
de Je de l'article kr, cé ‘deux termes, © ~ inai 

“eds ; dsids er 
F PEAT | AE up 2940998 


Kissii sarata) 
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On aurait A à ajouter à la yaleuride SÆde du.même article les 
Ed z das. Le dernier se réduit. d'abord à 


pas ENY, # Ed? 
re d'H “pue das! tr Sd es ds; 


donc il faudra ajouter à la valeur de- SZde les : térmes 


E"d’s" E'd’$" Toi Eè 
~ eds re d dds! HT dd’ -l= s(a. mm- Ti) dde 


termes — ST eSis on 


Le dernier terme de cette expression étant analogue au terme 
SFôds, sera susceptible: dë réductions semblables; à l'égard des 
deux autres, il ny aura qu'à y substituer pour ds sa: valeur : 


dxdà\ i 
dide? Hd} Hits =, en marquant toutes les. lettres d’un trait 


où de ie 
De là il est facile de conclure qu'on aura pour la solution -du cas 


présent, les mêmes formules que dans lescas où: le fil élastique:est 
Eds Ee;: 


supposé inextensible, en y-mettant seulement. d.g — 7 à la 
place de À, et ajoutant aux termes hors du signe S les iba 
termes a dð’! — Er dds". Sa 


Comme dans l'équation de la courbe la DRE à doit être éli- 
minée , il s’ensuit que l'équation de la lame élastique sera la même, 
soit qu’on la suppose extensible ou non. Mais la tension-du fil qui 


est exprimée par à ou par #7, lorsque le fil n’est pas élastique (art. 45), 


ds. ÆE : 
sera ss par l’élasticité Æ, de la quantité d. zi > causo - 


de e=* (art. 49). 
$ IV. 


De équilibre d’un fil roide et de figure donnée. 


53. “Vents enfin au cas d’un fil inextensible et inflexible; on aura 
ici pour la somme des momens des forces la même. formule inté- 
grale que dans le cas de l'art: 28, c'est-à-dire, S(Xdx4-Ydy4Zde)dm; 
ensuite la condition de l'inextensibilité du fil donnera, comme dans le 
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même article, dds =o; et celle de l’inflexibilité donnera Je =o; 
puisque l'angle de contingence doit être invariable; mais ces deux 
conditions ne suffisent pas encore dans le cas où la courbe est à 
double courbure, comme on vale voir. 

Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus di- 
recte, je remarque que tout consiste à faire ensorte que les diflérens 
points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les mêmes 
distances: or en considérant. plusieurs points successifs, dont lés 
coordonnées soient x, y, z} x-Hdx, y+-dy, zHdz, x42dx4-d'x, 
v+2dy + dy, z+2dzt-dz, ete.; il est clair que les carrés des dis- 
tances entre le premier de ces points et les suivans seront exprimés 
par les quantités dx°+ dy* + dz’, (2đdx + dx) + (2dy + dy} 
+ (2de+ di), (5dx + 5d'x + dx Y) (5dy +- 5diy + dy Y 
H- (5dz 4 5dr+ dr), etc. 

Supposons, pour abréger, 

di + dq F dr a, 
d'e dy dm 8, 
Px- dy't Lz’ = Yy, 
etc.; 


les quantités précédentes étant développées, deviendront 


a; 

ha + 2da H- Ê., . 

ga + gda + 98 + 3(d'a — 2p) +348 + y5 
etc. 

Il faudra donc que les variations de ces quantités soient nulles 
dans toute l'étendue de la courbe, ce qui donnera ces équations 
indéfinies, 

dx =0, 
4da + 2dda + dB = 0, 
gda + gdda + 59B + dde + 5048 + dy =0, 
Ele. ; 
mais 
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mais de étant —0, on a aussi dde—d'da—0; donc dB—0o; de 
là on aura de plus d'du = d'f'a—=0o, dB = ddp =o; donc dy—o; 
et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour linex- 
tensibilité et l'inflexibilité du fil seront dz=0, do, dy=0, etc., 
c’est-à-dire, en différentiant et changeant da en dd, 


dxdd=x ` + dyddy + dzdðs = 0, 
dxs + dyd'dy + Pzd'd = o, 
Padew Pyd'dy+ dadde =o, 
etc. 


Il est clair qu'il suffit de trois de ces équations pour déterminer 
les trois variations dx, dy, dz; d’où Pon peut d’abord conclure que 
dès qu’on aura satisfait aux trois premières, toutes les autres qu’on 
pourrait trouver à l'infini, auront lieu d’elles-mêmes ; c’est aussi de 
quoi on peut se convaincre par le calcul, même comme onle verra 
plus bas (art. 6o). 

54. On aura donc par nôtre méthode cétte équation générale de 
équilibre, . | LE 
o = S(Xdx + Ydy + Zdz)dm + SA(dxddx + dy ddy + didd>) 
+Su(d'xd'dx+dyd'dy+-dzd dx) +S1(dxddx+dyd'd} y dzddr), 
laquelle, par les transformations enseignées, se réduira à la forme 
suivante : | | 
o = S(Xdm — d. (àdx) + d(ulx) — P.(rdx))lx 
+ S(Fdm—d.(ady) + d. (uty) — E.(dy))dy 
+ S(Zdm — d.(àdz) + d.(pdz) — d.(vdz))de 

+ (n'a — d. (we) + P Pad 

r (ua — d. ("dx") ads" + dx" dx" 

+ (gd. (ay) + d'y) 

+ (wdy —d.('&y"))ddy" + dy ddy, 

+ (ads — dus") + d':("@z"))dz" 

+ (ue — d.(Pz")dôz H rEg dde" 
Méc. anal.'Tome I 31 
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— (Ndx —d.(wdx) + d (v Px) 
— (pex — d (Px dd — v Ex d'dx 
— (xd —d. (wdy) + &.(dy)dy 
— (čty —d. (dydd — idy edy 
— (Xd?! —d. (pds) + d. Ez) 
— (w'dz — d("z"))de" — vdz'd'dz’. 


55. Egalant d’abord à zéro les cocfficiens de dx, dy, dz sous 
le signe S, on aura ces trois équations indéfinies, 


Xdm — d.(Xdx) + d. (udas) — P.(vdx) = 0, 
Fam — d.(Ady) + P. (uey) — æ.(1dy) = 0, 
Zdm — d.(Ade) + d(pd'z) — d(dz) = 0, 


lesquelles renfermant trois variables indéterminées À, y, », ne 
serviront qu’à déterminer ces trois quantités; ensorte qu'il n’y aura 
aucune équation indéfinie entre les différentes forces X, Y, Z qu'on 
suppose appliquées à tous les points de la verge;.et les conditions 
de l'équilibre dépendront uniquement des termes qui sont hors du 
signe S. Mais comme ces termes contiennent les inconnues à, 4, », 
il faudra commencer par déterminer ces inconnues. 

Pour cela il faut intégrer les équations précédentes , ce qui est 
facile, et Pon aura ces trois-ci: 


JS Xdm — Xdx + d.(udx) — d. (1x) = A, 
SYdm = xdy + a. (pdy) = d ody) =B; 
[Zdam — adz + d.(ud'z) — dv) = C 3 


A, B, C étant trois constantes arbitraires. i i 
Ces équations. donnent, par Pélimination de À, ces trois autres-ciz 


dyf Xdm — dxf Ydm + dyd. (pdx) — drd .(ud*y) 

— dyd.(vd'x) + dsd (yvy) = Ady — Bdx, 
df Xdm — dxf Zdm + dzd.(ud°x) — dxd. (dr) 

— dhd (dx) + dxd (dr) = Adz — Cdx, 
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def Ydm — dyf Zdm+ d:d.(pd'y) —dyd.(pdz 
— did. (dy + dyd (vds) = Bdz— Cäy, 


lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont 


JT Xdm — xf/ Y dm — f (Xy — Yx)dm 

+ u(dyd'x— dxd'y) — dyd. (rdx) + dxd.(vEy) 

+ y x Exdy) = Aý —Bx +, pN 

z[Xdm — x[Zdm — Xz — Zx)dm . 

+ u(dzd'x — dxd'z) — dzd .(vdď’x) + dxd. (vďz) 

+ (dx dxd z) = Az—Cx+G, 
zfY dm — yfZdm—fNYz—Zy)am 

+ udzťy — dyz) — did. (vdy)+ dyd. (vz) 

. H a(dzrdy—m d'y dz) = Bz Cy t 


F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires. 

Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois 
quantités m,» et dr; et les trois premières équations intégrales don- 
neront les valeurs de À, du, d'r. Ainsi on aura toutes les incon- 
nues qui entrent dans les termes qui sont hors du signe ŞS ; il 
suffira pour cela de marquer dans les six équations qu'on vient 
de trouver, toutes les lettres d’un trait, ou de deux, à l'excep- 
tion des constantes arbitraires, de supposer nulles dans le pre- 
mier cas les quantités affectées du signe /, lesquelles sont censées 
commencer au premier point du fil, et de changer dans le second cas, 
f en S dans les mêmes quantités, pour les rapporter au dernier 
point du fil 


56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent ré- 
sulter de l'anéantissement des termes hors du signe $ dans l'équa- 
tion générale de l'équilibre (art. 54). 

Et d’abord si on suppose la verge entièrement libre, les varja- 
tions dx’, dy’, dx', dx’, dy’, dd, ddx', d'dy/, d'dx', et dx”, dy”, 
dx, 1ddx"; etc., seront toutes indétérminées; par conséquent il fau- 
dra égaler à zéro:chacün. de leurs coefficiens; ét iest visible quil 


54 MÉCANIQUE ANALYTIQUE: 
ue pon cela que les quantités X; W, v, du’, dy’, d'y’, ainsi que 
2", w, v, du’, à", dy" soient nullés. 
Donc les trois premières équations intégrales de Particle précé- 
dent, étant rapportées au premier et au dernier point du fil, don- 
neront ces six conditions , 


0= A, 0=B, 0=C,; SXdh=—A1, SYdm=8, SZdm =C. 
Et les trois dernières intégrales donneront de même les six suivantes : 


o = Ay — Bx -+ F, 
o = Az — 0x + G, 
o= Bz?! — Cy + H, 
Y'SX dm — x"SY d —S(Xy — Fsjdm = 4y" — Bx" + F', 
2'SXdm — x"SZdm — S(Xz — Za)dm== 42" = CG. 
2'SFam —y"SZdm — S(Yz— Zy jdm = Be — Gy" + H. 


Düne ASNA EO O0 F=0, G=o, RUE et par con+ 
séquent 
SXdm = 0, SYdm =ð, SZdm = 0, 
S(Xy—Yx)dm=o, S(Xz—Zx)dm =0, S(Yz—Zy)dm= o0. 


. Ces six conditions sont donc les seules qui soient nécessaires pour 

l'équilibre d’une verge inflexible lorsqu'il n’y a ‘pas de point fixe; 
c'est ce qui- s'accorde avec ce que nous: avons remarqué plus haut 
(art. 25), et c’est aussi ce qu'en aurait pu déduire immédiatément 
de la théorie donnée dans la section troisième, ainsi que nous l'avons 
observé dans l’article cité. 
57. Supposons maintenant qu'il y ait dans la verge un point fixe’, 
et que ce point soit la première extrémité de la verge; dans ce cas: 
on aura dx =—0, dy =—0o, d:'=0; ensorte que les termes affectés 
de ,ces variations disparaîtfont d’éux-mêmes; ilsuffira donc d’égalér 
à zéro les: coeñiciens de dx’, ddy, dde, d'dx', d'dy', edz ainsi - 
que les coefliciens de dx”, dy’ dv’, dda", ddy”, etos 
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Or il est aisé de voir que pour cela ilssuflira que l'on ait w=0, 
=0, d£ =o, et» ensuite d=0, p'=0, —0, du'=0, di"=o, 
d'y" =o, comme dans le cas précédent; et lon trouvera les mêmes 
conditions que dans l’article précédent, à l’exception de ce que 4, 
B, C ne seront pas-nulles. 
On aura donc 4=SXdm, B=SYdm, C=SZdm, ensuite 
F= Bx — 4y,G=—=Cx — A7, H=Cy —Bz; et les trois. autres 
équations se réduiront à celles-ci : 


—S(Xy — Fx)dm = Bx — Ay’, 

— S(Xz — Zx)dm = Cx' — Ar’, 

— S(Yz— Zy)dm = Cy — Bz}; 
c’est-à-dire; à 


S(Xy — Yx)dm'+ x'SY dm — y SXdm=o, 
‘S(Xz'—— Zx)dm + x SZ dm — z'SXdm = 0, 
S(Yz — Zy)dm + y SZdm— zS Y dm = 0; 


ou, ce qui est la même chose, à 


net iaa ha Y( x — x’))dm = 0, 
S(X( z —z') — Z(x—x))dm=o; 
S(Y(z =z) — Z (y—y'))dm = o- 
Cé sont'les seules conditions nécessaires. pour Péquilibre, et il est 
clair qu’elles répondent à celles que l’on a trouvées dans Particle 24. 


58. Si la verge était fixement attachée par sa première extrémité, 
ensorte que non-Seulement le premier point de la courbe fùt fixe, 
mais aussi la tangente à ce premier point, alors on aurait non-seu- 
lement Jx=0, dÿ=æo, dz'=0, mais aussi ddt = ddx = 0, 
dy = ddy = 0, dds' = dd; = 0; par conséquent tous les termes 
affectés de ces quantités disparaîtraient d'eux-mêmes, et il ne res- 
terait qu'à faire évanouir les termes affectés: de d'dx', d'dy', dey 
et de dx”, dy", de, dd’, ddy", etc. 


166: MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
On aura donc dans ce cas que ces conditions : 
=o À'=0, L'=0, ) —0, l'O, W'=0, a o. 
. Donc les constantes 4, B, C auront encore les valeurs 
A=SXdm, B=SYdm, C=SZdm; 


ensuite les trois dernières intégrales de Part. 55 étant appliquées au 
dernier point de la verge, donneront 

F=S(Yrx—Xy)dm, G= S(Zx—Xz)dm, H=S(Zy—Yz)dm. 
Et si on applique ces mêmes équations au premier point, on aura 

(dy ddx —dx'ddy") — d' (dy dx —dx dy) = AY —Bx'+F, 

m'(dz'ddx' —dx ddz) — dy(dz'd'x'—dx dr) = Az—Cx'+6, 

m(dz'ddy —dy ddz’) — dy' (dz dy —dy dr) = Bz —C'+H, 
d'où éliminant x’ et dv, résulte l'équation 
Aly du = 2) + B(z' dx — dE) C(x'dy yda’) 
“+ Fdz? — Gdy + Hd = 0. 

Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne» 
autour de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile 
de voir que son premier. membre devient nul lorsque la verge est 
une ligne droite. 


59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la 
longueur de cette solution, qui est en effet plus longue que: celle: 
de l'équilibre d’un fil flexible, tandis que par les méthodes ordi- 
naires, ce dernier problème est beaucoup plus: difficile que celui de 
l'équilibre d'une verge roide tirée par des: puissances quelconques , 
parce qu'il faut déterminer par la composition des forces la courbe 
que le fil doit prendre pour être en équilibre, au lieu que dans le cas 
de la verge cette courbe est donnée, et que l'équilibre ne demande, 
que la destruction des momens:des forces. Mais lorsqu'on veut suivre 
pour tous ces problèmes une marche uniforme, et passer de l'un à, 
l'autre gradueïlement, à mesure qu'on y ajoute de nouvelles con- 
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ditions, il est évident que le cas d'un fil inflexible est moins simple 
que celui d’un fil flexible, parce que l’'inflexibilité exprimée analy- 
tiquement, consiste dans linvariabilité des distances mutuelles des 
points du fil. Et si dans ce cas, la courbe étant donnée, elle ne doit 
plus être un résultat du calcul, comme dans le cas d’un fil flexible, 
c’est une circonstance que l'analyse doit indiquer, et qu’elle indique 
en effet par les trois indéterminées À, œ, v qui restent dans les 
trois équations indéfinies entre x, y, z de Particle 55, et'qui font 
que ces équations peuvent s'adapter à une courbe quelconque don- 
née. Ainsi on ne doit pas regarder ces équations comme une su- 
perfluité inutile; outre qu’elles servent à déterminer les trois incon- 
nues À, 4, », d'où dépendent les conditions de l'équilibre, et qui 
expriment en même temps les forces qui s'opposent à ce que les 
valeurs des trois fonctions œ, 8, y varient par leffet des forces qui 
agissent sur le fil. 

Il est vrai que les trois indéterminées A, w, » doivent être rem- 
placées par les trois équations de condition qui consistent en ce que 
les fonctions différentielles &, B, y doivent être censées données. 
Mais comme par la nature du calcul différentiel, la valeur absolue 
des différentielles reste indéterminée, et qu'il n’y a que leur rapport 
qui puisse être donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir qu’à 
deux, qui renferment les rapports des trois quantités 4, 8, y; et 
ces deux rapports suffisent pour déterminer la courbe. 

En effèt, par ce qu’on a démontré plus haut (art. 46), on voit que 
l'angle de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe 


RN V Zaß—da" . 
se trouve. exprimé par VAE, en conservant les valeurs de 


a, B, y de l'article LE de sorte que le rayon osculateur sera ex- 


yen ouy u 
rimé par Ce rayon étant donc supposé đonné, la courbe 
P P Vaud 7 PP 
sera donnée si elle est à simple courbure, et pour les courbes à à 
double courbure, il ne sera pas difficile de prouver que la seconde 


courbure provenant de l'angle de contingence formé par les 
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plans qui passent successivement par deux élémens contigus de 
la courbe, dépendra du rapport des trois quantités æ, 8, y- 
Ainsi les trois conditions dont il s’agit, rapportées à la courbe, se 
réduisent à ce qu’elle soit; donnée, comme le problème le: suppose. 
On pourrait étendre l'analyse de ce problème au cas d’une sur- 
face où d’un. solide dont tous les points seraient tirés par des forces 
quelconques; mais nous allons faire voir comment on peut la sim- 
plifier en partant des, mêmes équations de condition, et en détermi- 
nant d'avance par ces équations la, forme des variations des coor- 


données. 
CHAPITRE IV. 


De l'équilibre Vun corps solide de grandeur sensible et de figure 
quelconque, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques. 


Go. Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce 
que tous ses points conservent constamment entre eux la même 
position et les mêmes distances, on aura entre les variations dx, 
dy, dzs, les mêmes équations de condition qu’on a trouvées dans 
Varticle 55 ; car il est visible qu’en imaginant, dans l'intérieur du 
corps une courbe quelconque, il suffira que tous ses points gardent 
les mêmes distances entre eux, quelque mouvement que le corps 
reçoive; ainsi on pourra, par leur moyen, déterminer immédiate- 
ment les valeurs de ces variations. 

Pour cela je remarque que comme en passant aux différences 
secondes, il est toujours permis de prendre une des différences pre- 
mières pour constante, on peut supposer dx constante, et par con- 
séquent d'x=0, dx—o, etc.; moyennant quoi la séconde et la 
troisième équation de Particle cité, deviendront : 


dyddy + dzd'dz =o, et dyddy + drdd =o. 


. La première de ces équations donne d’abord d'dy= — T ddz, et 
différentiant 


HN RUE da Eddy on. 
Piy ET dde DT SRE ddz; 


cette 
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cette valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trou- 
vera toute divisible par gps 


d'y ? 
d? : 3 DE 
ddr S d'z =o; d'où lon tire, en intégrant, d'z = d'Ld'y, 


et on aura après la division 


L étant une constante. Ayant d’dz on trouvera d'dy=—dLd'z; 
donc intégrant dé nouveau, et ajoutant les constantes — d'Idx , 
Ndx, on aura dds = d'Ldy — d'Mdx, ddy=—d'Ldz + dNdx ; 
et ces valeurs étant ensuite substituées dans la première équation 
de condition, savoir dxddx-+- dyddy + dzdðz =0 , il viendra 
ddx= = d'Ndy + AMdz. 

Enfin on aura par une troisième intégration, et par l'addition des 
nouvelles constantes Al, dm, dh, | 


dx = M — yON + cM, 
dy = dm + «ðN — zôL, 
dz = dn — xd M + yd'L. 


Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont 
pas seulement aux trois premières équations de condition de Part. 55, 
aussi à toutes les autres qu'on pourrait trouver à l'infini, et qui 
sont toutes renfermées dans cette équation générale 

d'xd'dx + d'yd'd'y + d'xd'dz = 0. 

Telles sont donc les valeurs de dx, dy, dz pour un système 
quelconque de points unis ensemble, de manière qu’ils conservent 
toujours entre eux les mêmes distances; ainsi ces valeurs serviront 
non-seulement pour le cas d’une courbe quelconque mobile et inva- 
riable dans sa figure, mais aussi pour le cas d’un corps solide de 
figure quelconque. 

Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour 
exprimer les variations des coordonnées de tous les points d’un 
corps solide mobile dans l'espace: Il y est parvenu par des consi- 
dérations tirées du Caleul différentiel, mais différentes de celles qui 
nous y ont conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses. Voyez 

Méc. anal. Tome Z 22 
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dans le volume de l'Académie de Berlin, pour 1750, le Mémoire 
intitulé, Découverte d’un nouveau principe de Mécanique. 


G1. Puis donc que les valeurs précédentes de dx, dy, dz satis- 
font déjà aux équations de condition du problème, il est clair qu'il 
suffira de les substituer dans la formule S(Xd\'x4-Y d'y+-Zd\z)dm , 
et faire ensorte qu’elle devierine nulle ;: indépendamment des quan- 
tités A, dms dn, SL, AM, SN, qui sont les seules indétermi- 
nées qui restent. 

Or comme ces quantités sont les mêmes pour tous les points 
du corps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe S; 
et l'on aura conséquemment cette équation générale de léquilibre 
Qun corps solide de figure quelconque, 


d'ISXdm + J'nSYdm + d'nSZdm 
+ DNS(Y x — Xy)dm + d'MS(Xz:— Zx)dim 
+ d'LS(Zy — Yz)dm = 0, 


d'ou l'on tirera- les équations particulières de léquilibre, en ayent 
égard aux différentes circonstances du problème, 


62. Et d’abord si le corps est supposé entièrement libre, les six 
variations ^l, cm, dn, AL, AM, AN seront toutes indétermi- 
nées , et il faudra égaler séparément à zéro les quantités par lesquelles 
elles se trouvent multipliées; ce qui donnera ces six équations 
déjà connues , 

_. SXdm=o, SYdm = 0, SZ dm = 0, 
S(Yx—Xyjdm =o, S(Xz—Zx)dm =o, S(Zy— Yz)dm = o. 

En second lieu, s'il y a dans le corps un point fixe autour du- 
quel il ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens, 
et qu'on nomme a, b,c les valeurs des coordonnées x, y, z pour 
ce point; il faudra que l’on ait duo, db=0; de=o; donc 


MINS M=0, d'mtad N—cd'L=0, dn—ad MH+bS L=0; 


Ẹ 
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d'où l’on tire 
= EN — cd, 
dm = cdl — ad N, 
ðn = ad M — bd\Z. 


On substituera ces valeurs dans l'équation générale de l'article 
précédent, et mettant sous le signe S les quantités a, b, c qui 


sont constantes par rapport aux différens points du corps, on aura 
celte transformée, 


D'NS(Y( x—a) — X( y —b))dm 
+ d'MS(X( z—c) — ZX x—a))dm 
+ ALS(Z(y—b) — Y(:—c))dm=0, 
laquelle ne fournira donc plus que trois équations, savoir , 


S(Y( x—a) — X{(y—b)dm = o, 
S(XX z— c) — Z(x—a))dm = 0, 
S(Z(y—b) — Y(z—c))dm = o. 
En troisième lieu, s’il y a dans le corps deux points fixes, et que 


fs g, h soient les valeurs de x, y, z pour le second de ces points, 
on aura de plus 
NM = gN — RIM, 


dm= A^L — SAN, 
dn= JSM — gôL; 
donc, comparant ces valeurs de ^Z, dm, dn avec les précédentes, 
on aura 
(g—b)IN — (h—0c)S M = 0, 
(f—a) IN — (4—0c)dL = o, 
(fa) M— (g—bIL = 0. 


Les deux premières de ces équations donnent 


= E A 
sL = ZESN, SM =E AN, 
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et comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, il 
s'ensuit que la variation AN demeure indéterminée. 

Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée 
ci-dessus, on aura 


DN[(A4—0c) SP 20). X(y—b))dm 
+ (g—b)S(X( ac) — Z(x—a))dm 
+ ra) (y be Fae))dnl = 0; 
ainsi les conditions de l'équilibre seront renfermées dans cette 
seule équation , AR 
(A—c)S(Y(x—a) — X( y —b))dm- 
+ (g-b)S(X( g—c) — Z(x—a))dm. 
+ (SZ (90) — Y(e—c)an] = o: 


65. Ces différentes équations répondent à celles que nous avons 
données dans la troisième section, pour l'équilibre d’un système 
de points isolés de forme invariable; et nous aurions pu appliquer 
immédiatement les conditions de cet équilibre à celui d’un corps s0- 
lide de figure quelconque, dont tous les points sont tirés par des 
forces données. Mais nous avons cru qu'il n’était pas inutile, pour 
montrer la fécondité de nos méthodes, de traiter cette dernière ques- 
tion en particulier et sans rien emprunter des problèmes déjà 
résolus. 

Au reste, si les deux points du corps que nous venons de sup- 
poser fixes, étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, 
ou même joints entre eux d’une manière quelconque, on'aurait alors 
une ou plusieurs équations différentielles entre les variations des 
coordonnées a, b, c, fy g, h qui répondent à ces points; et substi- 
tuant à la place de ces variations leurs valeurs en ^4, dm, dn, 
AL, AM, AN, d'après les formules générales de l'article 58, on 
aurait autant d'équations entre ces dernières variations, au moyen 
desquelles on déterminerait quelques-unes de ces variations par les 
autres; on substiturait ensuite ces valeurs dans Péquation générale, 
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et on égalcrait à zéro chacun des coefficiens des variations restantes; 
ce qui fournirait toutes les équations nécessaires pour l'équilibre. 

La marche du calcul est, comme lon voit, toujours la même; et 
c’est ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de 
cette méthode. ` 


64. Les expressions trouvées plus haut (art. 58), pour les varia- 
tions dx, dy, de font voir que ces variations ne sont que les 
résultats des mouvemens de translation et de rotation, que nous 
avons considérés “en particulier dans la section troisième. 

En: effet, il est visible que les termes d'à, du, dy qui sont com- 
muns à tous les points du corps, représentent les petits espaces 
parcourus par le corps, suivant les directions des coordonnées x; 
y, z, en vertu d’un mouvement quelconque de translation; et on 
voit par les formules de l’article 8 de la même section, que les 
termes SM — y ON ; ad N—2dL, yd\L—xd M représentent les 
petits espaces parcourus par chaque point du corps, suivant les 
mémes directions, en vertu de trois mouvemens de rotation cL, 
AM, AN autour des trois axes des x, y, z; ces quantités JL, cM, 
AN répondant aux quantités d4, dw, dọ de Particle cité. Ainsi-on 
aurait pu déduire immédiatement les expressions dont il s’agit de 
la seule considération de ces mouvemens, ce qui aurait été plus 
simple, mais non pas si direct. L'analyse précédente conduit na- 
turellement à ces expressions, et prouve par là d’une manière en- 
core plus directe et plus générale que celle de l'article 10 de la 
section troisième, que lorsque les différens points d’un système con- 
sérvent leur position respective, le système ne peut avoir à chaque 
instant que des mouvemens de translation dans l’espace, et de ro= 
tation autour de trois axes perpendiculaires çntre eux. 


174 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 


SIXIÈME SECTION. 


Sur les principes de l'Hydrostatique. 


OQuoiqur nous ignorions la constitution intérieure des fluides , 
nous ne pouvons douter que lés particules qui les composent ne 
soient matérielles, et que par cette raison les lois générales de 
l'équilibre ne leur conviennent comme aux corps solides. En effet, 
la propriété principale des fluides et la seule qui les distingue des 
corps solides, consiste en ce que toutes leurs parties cèdent à la 
* moindre force, et peuvent se mouvoir entre elles avec toute la fa- 
cilité possible , quelle que soit d’ailleurs la liaison et l’action mutuelle 
de ces parties. Or celte propriété pouvant aisément être traduite 
en calcul, il s’ensuit que les lois de l'équilibre des fluides ne de- 
mandent pas une théorie particulière , mais qu’elles ne doivent être 
qu'un cas particulier de la théorie générale de la Statique. C’est sous 
ce point de vue que nous allons les considérer; mais nous croyons 
devoir commencer par exposer les différens principes qui ont été 
employés jusqu'ici dans cette partie de Ja Statique, qu'on nomme 
communément Z/ydrostatique, pour compléter l'analyse des prin- 
cipes de la statique que nous avons donnée dans la première section, 


1. C’est encore à Archimède que nous devons les premiers prin- 
` cipes de l'équilibre des fluides. Son Traité de Znsidentibus humido, 
ne nous est pas parvenu en grec; il y en avait seulement une tra- 
duction latine assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque 
Commendin entreprit de le restituer et de l'éclaircir par des notes; 
il parut par les soins de ce sayant commentateur en 1565, sous 
le titre de iis quæ vehuntur in aqud, 
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Cet Ouvrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux 
restes de l'antiquité, est divisé en deux livres. Dans le premier, 
Archimède pose ces deux principes, qu'il regarde comme des prin- 
cipes d'expérience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie. 1°. Que 
la nature des fluides est telle, que les parties moins pressées sont 
chassées par celles qui le sont davantage, et que chaque partie est 
toujours pressée par tout le poids de la colonne qui lui répond 
verticalement. 2°. Que tout ce qui est poussé en haut par un fluide, 

“est toujours poussé suivant la perpendiculaire qui passe par son 
centre de gravité. 

Du premier principe, Archimède conclut d’abord que la surface 
d’un fluide dont toutes les parties sont supposées peser vers le 
centre de la terre, doit être sphérique pour que le fluide soit en 
équilibre. Ensuite il démontre qu'un corps aussi pesant qu'un égal 
volume du fluide doit s’y#enfoncer tout-à-fait, parce qu’en con- 
sidérant deux pyramides égales du fluide supposé en équilibre au- 
tour du centre de la terre, celle où le corps ne serait plongé qu’en 
partie, exercerait une plus grande pression que lautre , sur le centre 
de la terre, ou en général sur une surface sphérique quelconque 
qu’on imaginerait autour de ce centre. Il prouve de la même ma- 
nière, que les corps plus légers qu'un égal volume du fluide ne 
peuvent s’y enfoncer que jusqu’à ce que la partie submergée oc- 
cupe la place d’un volume de fluide aussi pesant quele corps en- 

` tier; d’où il déduit ces deux théorèmes Hydrostatiques, que les 
corps plus légers que des volumes égaux d’un fluide y étant plon- 
' gés, ensont repoussés de bas en haut avec une force égale à l'excès 
du poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les 
corps plus pesans y perdent une partie de leur poids égale à celui 
du fluide déplacé. 

Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir 
les lois de Yéquilibre des corps qui flottent sur un fluide; il dé- 
montre que toute section de sphère plus légère qu’un volume égal du 
fluide, y étant plongée, doit nécessairement se disposer de manière 
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que la base en soit horizontale ; et sa démonstration consiste à 
faire voir que si la base était inclinée, le poids total du corps con- 
sidéré comme concentré dans son centre de gravité, et la poussée 
verticale du fluide considérée aussi comme concentrée dans le 
centre de gravité dé la partie submergée, tendraient toujours à faire 
tourner le corps jusqu'à ce que sa base fût redevenue horizontale, 
Tels sont les objets du premier livre. Dans le second, Archimède 
donne, d’après les mêmes principes, les lois de l'équilibre de dif- 
férens solides formés par la révolution des sections coniques, et, 
plongés dans des fluides plus pesans que ces corps; il examine 
les cas où ces conoïdes peuvent y demeurer inclinés, ceux où ils 
doivent s’y tenir debout, et ceux où ils doivent culbuter ou se 
redresser. Ce livre est un des plus beaux monumens du génie 
d’Archimède, et renferme une théorie de la stabilité des corps flot- 
tans, à laquelle les modernes ont peu ajouté, 


2. Quoique d’après ce qu'Archimède avait démontré, il ne fùt 
pas difficile de déterminer la pression d’un fluide sur le fond ou 
sur les parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est néan- 
moins le premier qui ait entrepris cette recherche, et qui ait dé- 
couvert le paradoxe Hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une 
pression beaucoup plas grande que son propre poids. C’est dans 
le tome troisième des Æ/ypomnemata Mathematica , traduits. de 
hollandais par Snellius, et publiés à Leyde en 1608, que se trouve 
la théorie Hydrostatique de Stevin. Après avoir prouvé qu’un corps 
solide de figure quelconque, et de même gravité que l’eau, peut y 
rester dans une situation quelconque, par la raison qu'il occupe 
la même place, et pèse autant que si c'était de Veau, Stevin ima- 
gine un vase rectangulaire rempli d’eau, et il fait voir, aisément 
que son fond doit supporter tout le poids de Peau qui remplit le 
vase. Il suppose ensuite qu'on plonge dans ce vase un solide de 
figure quelconque, et de même gravité que l'eau; il est clair que la 
pression restera la même; de sorte que si on donne au solide plongé 

une 
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üne figure telle qu'il ne reste plus qu’un canal de fluide d’une figure 
quelconque, la pression du canal sur la base sera encore la même, et 
par conséquent égale au poids d’une colonne verticale d’eau qui aurait 
cette même base. Or Stevin observe qu’en supposant ce solide 
fixement arrêté à sa place, il n’en peut résulter aucun changement 
dans l’action dé l’eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce 
fond sera toujours égale au poids de la même colonne d’eau, quelle 
que soit la figure du vase. 

Stevin passe de là à déterminer la pression de Peau sur les parois 
verticales ou inclinées ; il divise leur surface en plusieurs petites: 
parties par des lignes horizontales, et il fait voir que chaque partie. 
est plus pressée que si elle était horizontale et à la hauteur de son 
bord supérieur, mais qu’en même temps elle est moins pressée 
que si elle était placée horizontalement à la hauteur de son bord 
inférieur. D'où en diminuant la largeur des parties, et augmentant, 
leur nombre à l'infini, il prouve par la méthode des limites, que 
la pression sur une paroi plane inclinée, est égale au poids d’une. 
colonne dont cette paroi serait la base, et dont la hauteur serait: 
la moitié de la hauteur du vase. 

Il détermine ensuite Ja pression sur une partie quelconque d’une 
paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d’une colonne 
d’eau qui serait formée en appliquant perpendiculairement à chaque 
point de cette partie des droites égales à la profondeur de ce point 
sous leau. Ce théorème étant ainsi démontré pour des surfaces 
planes situées comme l’on voudra, il est facile de étendre à 
des surfaces courbes, et d'en conclure que la pression exercée par 
un fluide pesant contre une surfacé quelconque, a pour mesure 
le poids d’une colonne de ce même fluide, laquelle aurait pour base 
cette même surface , convertie en une surface.plane, sil est néces- 
saire, et dont les hauteurs répondantes aux différens points de la, 
base, seraient les mêmes que les! distances des points correspon-: 
dans de la surface à la ligne de niveau du fluide ; ou, ce qui-revient 
au même, cette pression sera mesurée par le poids d’une colonne , 
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qui aurait pour base la surface pressée, et:pour hauteur la dis< 
tance verticale du centre de gravité de cette même surface, à 
la surface supérieure du fluide. 


5. Les théories précédentes de l'équilibre et de la pression des 
fluides sont, comme l'on voit, entièrement indépendantes des prin+ 
cipes généraux de la Statiqué, n'étant fondées que sur des principes 
d'expérience particuliers aux fluides ; et cette manière de démon- 
trer les lois de l'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance 
expérimentale de quelques-unes de ces lois, celle de toutes les 
autres, a été adoptée par la plupart des auteurs modernes, et a fait 
de YHydrostatique une science tout-à-fait différente et indépendante 
de la Statique. 

Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences 
ensemble, et à les faire dépendre d’un seul et même principe. Or 
parmi les différens principes qui peuvent servir de base à la Sta- 
tique, et dont nous avons donné une exposition succincte dans la 
premiére section, il est visible qu'il my a que celui des vitesses 
virtuelles qui s'applique naturellement à l'équilibre des fluides. Aussi 
Galilée, auteur de ce principe, s'en est servi également pour dé- 
montrer les principaux théorèmes de Statique et d'Hydrostatique. 

Dans son Discours intorno alle cose che stanno su l’acqua, o 
che in quella si muovono, il déduit immédiatement de ce principe 
l'équilibre de l'eau dans un syphon, en faisant voir que si on sup- 
pose le fluide: à la même hauteur dans les deux branches, il ne sau- 
rait descendre dans l’une, et monter dans l'autre, sans que les, 
momens ne soient égaux dans la partie du fluide qui descend, et 
dans celle qui monte. Galilée démontre d’une manière semblable 
l'équilibre des fluides. avec les solides qui y sont plongés; il est vrai 
que ses démonstrations ne sont pas bien rigoureuses, et quoiqu'on 
ait cherché à y suppléer dans les notes ajoutées à Pédition de 
Florence de 1728; on peut dire qu’elles laissent encore beaucoup à 
desirer. Descartes et Pascal ont également employé le principe des 
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vitesses virtuelles dans l'Hydrostatique ; ce dernier surtout en a fait 
un grand usage dans son Traité de l'équilibre des ligueurs, et s’en 
est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, qu’une 


pression quelconque appliquée à un point de leur surface, se ré- 
pand également dans tous les autres points. 


4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient 
encore trop hypothétiques, et pour ainsi dire trop lâches pour pou- 
voir servir à établir une théorie rigoureuse sur l'équilibre des 
fluides. Aussi ce principe a-t-il été abandonné depuis par la plu- 
part des auteurs qui ont traité de l'Hydrostatique, et surtout par 
ceux qui ont entrepris de reculer les limites de cette science, en 
cherchant les lois de l'équilibre des fluides hétérogènes, dont toutes 
les parties sont animées par des forces quelconques ; recherche 
très-importante par le rapport qu’elle a avec la fameuse question 
de la figure de la terre, 

Huyghens a pris dans cette recherche, pour principe d'équilibre, 
s'la perpendicularité de la pesanteur à la surface. Newton est parti 
du principe de l'égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer 
a remarqué ensuite que souvent ces deux principes ne donnaient 
pas le même résultat, et en a conclu que pour qu'il y eût équi- 
libre dans une masse fluide, il fallait que les deux principes y eussent 
lieu à la fois, et s’accordassent à donner la même figure. à la sur- 
face du fluide. Mais Clairaut a démontré de plus qu'il peut y avoir 
des cas où cet accord ait lieu, et où cependant il n’y aurait point 
d'équilibre. Maclaurin a généralisé le principe de Newton, en éta- 
blissant que dans une masse fluide en équilibre, chaque particule 
doit être comprimée également par toutes les colonnes rectilignes 
du fluide; lesquelles appuient sur cette particule, et se terminent 
à la surface; et Clairaut l'a rendu plus général encore, en faisant 
voir que l'équilibre d’une masse fluide demande que les eflèrts de 
toutes les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque, 
aboutissant à la surface, ou rentrant en lui-même, se détruisent 
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wutuellèment. Enfin il à déduit le premier, de ce principe, les vraies 
lois fondamentales de l'équilibre d’une masse fluide dont toutes lés 
parties sont animées par des forces quelconques , et il a trouvé les 
équations aux différences partielles, par lesquelles on peut exprimer 
ces lois; découverte qui a changé la face de l'Hydrostatique, et en 
a fait comme une science nouvelle. 


5. Le principe de Clairaut n’est qu'une conséquence naturelle da 
principe de l'égalité de pression en tous sens, et on peut déduire 
immédiatement de celui-ci les mêmes équations qui résultent de 
l'équilibre des canaux. Car en considérant la pression comme une 
force qui agit sur chaque particule, et qui peut s’exprimer par une 
fonction des coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans 
la masse fluide, la différence des pressions qu’elle souffre sur deux 
faces opposées et parallèles, donne la force qui tend à la mouvoir 
perpendiculairement à ces faces, et qui doit être détruite par les 
forces accélératrices dont cette particule est animée; de sorte qu'en 
rapportant toutes ces forces aux directions des trois coordonnées® 
rectangles, et supposant la masse fluide partagée en pelits paral- 
lélogrammes rectangles, ayant pour côtés les élémens de ces coor- 
données, on a directement trois équations aux différences partielles 
entre la pression et les forces accélératrices données, lesquelles 
servent à déterminer la valeur même de la pression, et la relation 
qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen simple de trouver 
les lois générales de l'Hydrostatique est dû à Euler ( Mém. de 
Berlin de 1755.), et il est. maintenant adopté dans presque tous les 
Traités de cette science. 

s 

6. Le principe de l'égalité de pression en tout sens est donc jus- 
qu'ici le fondement de la théorie de l'équilibre des fluides, et il 
faut avouer que ce principe renferme en effet la propriété la plus 
simple et la plus générale que l'expérience ait fait découvrir dans 
les fluides en équilibre, Mais la connaissance de cette propriété est- 
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elle indispensable dans la recherche des lois de l'équilibre des 
fluides? Et ne peut-on pas dériver ces lois directement-de-la. na 
ture même des fluides considérés comme des amas de molécules 
très-déliées, indépendantes les unes des: autres, -et parfaitement 
mobiles en tout sens? C’est ce que je vais tâcher de faire dans les 
sections suivantes, en n’employant que le principe général de l'équi- 
libre dont j'ai fait usage jusqu'ici pour les corps solides; et cette 
partie de mon travail fournira non-seulement une des plus belles 
applications du principe dont il s’agit, mais servira aussi à simpli- 
fier à quelques égards la théorie même de l'Hydrostatique. 

On sait que les fluides en général se divisent en deux espèces; 
en fluides incompressibles dont les parties peuvent changer dé figure, 
mais sans changer de volümé; et en fluides compressibles ‘et élas- 
tiques dont les parties peuvent changer à-la-fois de figure et de 
volume, et tendent toujours à se dilater avec une force connue 
qu’on suppose ordinairement proportionnelle à une fonction de Ja 
densité. 

L'eau, le mercure, etc., appartiennent à la première espèce ; et 
Pair, la vapeur de Peau bouillante , etc., appartiennent à la seconde. 

Nous traiterons d’abord de l'équilibre des fluides incompressibles ; 
et ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques. 
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SEPTIÈME SECTION: 


De l'équilibre des fluides incompressibles. 


T Sorr une masse fluide m, dont tous les points soient animés 
par des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, ete., dirigées 
suivant les lignes p, g, 7, cte., on aura, suivant les dénomina- 
tions de l’article 12 de la section IV, pour la somme des momens 
de. toutes ces forces, la formule intégrale, 


S(PIp + Qdy + RdYr + etc.)dm , 
laquelle devra être nulle en général, pour qu'il y ait équilibre dans 
le fluide, 
$ E. 


De l'équilibre Vun fluide dans un tuyau très-étroit. 


2. Supposons d’abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau 
infiniment étroit, et de figure donnée; et imaginons ce fluide divisé 
en tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds, 
et la largeur w, on pourra prendre dm= wds, à cause que la 
largeur w du tuyau est supposée infiniment petite, ds étant élé- 
ment de la courbe du tuyau. Or en imaginant que le fluide reçoive 
un petit mouvement, et change infiniment peu de place dans le 
tuyau, soit ds le petit espace que la tranche ou particule dm par- 
court dans le tuyau; il est clair que wd's sera la quantité du fluide 
qui passera en même temps par chacune des sections w du canal, 
Donc à cause de lincompressibilité du fluide, il faudra que cette 
quantité soit partout la même; de sorte que faisant wfs =«, la 
quantité a sera constante par rapport à la courbe du tuyau. On 
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sine g x uds 
aura ainsi w = 5, et par consequent dm = 7; de sorte que la 


formule qui exprime la somme des momens des forces, deviendra 
en faisant sortir hors du signe intégral 8 la quantité constante æ, 


aS(PS p + Q4 + Rdr + etc.) À. 


Maintenant il est. visible que puisque d'p, dg, dr, etc. sont les 
variations des lignes p, g, r, etc., résultantes de la variation ds, 
ces variations doivent avoir entre elles les mêmes rapports qué 
les différentielles dp, dg, dr, etċ., ds, à cause de la figure du canal 


donnée; ainsi on aura yẹ di =, no =A T= Aa etc- ce qui 


réduira la formule a: à, cette forme, 


aS(Pdp + Qdg + Rdr + etc.), 


où les différentielles dp, dg, dr, etc., se rapportent à la courbe du 
canal, et le signe S indique une intégrale prise par toute l'étendue 
du canal. 

Faisant donc cette quantité —o, on aura l'équation 


S(Pdp + Qdg + Rdr+ etc.) = 0, 


laquelle contient la loi générale de l'équilibre d’un fluide renfermé 
dans un canal de figure quelconque. 


5. Si outre les forces P, Q, R, etc., qui animent chaque point 
du fluide, il y avait de plus à Pune des extrémités du canal une 
force extérieure M’ qui agît par le moyen d’un piston sur la surface 
du fluide, et perpendiculairement aux parois du canal; alors déno- 
tant par ds’ le petit espace parcouru par Ja-tranché du fluide qu'on 
suppose pressée: par la forcé Il, tandis quê Jes autres tranches par- 
courent les différens espaces d's, il faudra ajouter à la somme des 
momens des forces P, Q, R, etc., le moment de la force II’, le- 
quel sera représenté par Id. Or si on nomme wla section du 
canal à l'endroit où agit la force I’, on aura w'd's' pour la quantité 
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de fluide qui passe par la section w’, tandis que par une autre sec- 
tion quelconque w, il passe la quantité de fluide wds. 

Mais l'iicompressibilité du fluide demande que ces quantités soient 
partout les mêmes; donc ayant déjà supposé os = a, on aura 
aussi wds = a; par conséquent ds = 5. Donc la somme totale 
des momens des forces qui agissent sur le fluide, sera représentée 
par la formule 


a (5 + S (Päp ++ Qdg + Rdr ++ etc.)); 
de sorte que l'équation de l'équilibre sera 
D S(Pdp + Qdg + Rir + etc.) 0. 


4, Il est évident que dans l'état d'équilibre, la force N’ doit être 
A par la pression du fluide sur le piston dont la lar- 
geur est w’; d'où il s'ensuit que cette pression sera égale à =N, 


et par conséquent, 
= W'S (Pdp -+ Qdq + Rdr + etc.). 

Donc en général la pression du fluide sur chaque point du piston; 
sera exprimée par la formule intégrale 
S(Pdp + Qdg + Rdr + etc.), 
en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette 
. pression sera aussi la même, si au lieu d’un piston mobile on sup- 

pose un fond immobile qui ferme le canal d’un côté. 


5. Si à l'autre extrémité du canalil y avait une autre force II’ 
agissante de même! par le moyen d’un, piston, on trouverait pareil- 
lement, en nommant w” la section du canal dans cet endroit, 


l'équation 
pa Fa pi + S(Pp-# Qui + Kar este) 0; 
pour l'équilibre du fluide, ` l Jiss : 
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#6. Donc si le fluide n’est pressé que par les ‘deux forces exté- 
rieures IT et D” appliquées aux surfaces w’ et w°, il faudra, pour 
l'équilibre, que lon ait D -+ T =o; d'ou lon voit que les deux 
forces I’ et O" doivent être de directions contraires , et en même 
temps réciproquement proportionnelles aux surfaces w’, w" sur les- 
quelles ces forces agissent. Proposition qu’on. regarde :communé- 
ment comme un principe d'expérience, ou du moins comme une 
suite du principe de légalité de pression en tout sens, dans lequel 
la plupart des auteurs d'Hydrostatique font consister la nature des 
fhid, 


ot > à $ l ) 
307. La (connaissance à lois:de l’équilibre d’un fluide hé 
dans un canal très-étroit et.de figure „quelconque, peut conduire 
à celle des lois de l'équilibre d’une masse quelconque de fluide ren- 
fermée dans un vase où non. 
Car. il est, évident; que si une masse fluide est.en équilibre; et 
qu’on imagine un canal quelconque ‘qui la traverse, le fluide contenu 
dâns ce canal sera aussi en équilibre de lui-même, c’est-à-dire, in- 
dépendamment de tout le reste du fluide. On aura donc pour l’équi- 
libre de ce canal, én faisant abstraction des forces extérieures (arL.2), 


S( Pdp + Qdq + Rdr+ etc.) = 0. 

Et comme la figure du canal doit être indéterminée, l'équation 
précédente devra être indépendante de cette figure ; d’où l'on pour- 
rait conclure: tout de suite, comme Clairaut l'a fait Fe sa Théorie 
de lu figure de la. Terre, que la quantité Pdp+-Qdg-+Rdr+-etc. 
doit être une différentielle exacte. Mais on peut arriver à cette con- 
clusion par l'analyse même , et trouver en même temps les relations 
qui doivent avoir lieu entre les quantités P, Q, R, etc. Pour cela 
il n’y a qu'à faire varier l'intégrale S(Pdp + Qdg + Rdr + etc.), 
par la méthode des variations , et supposer sa variation nulle 


8. Dénotons en général par Y la valeur de l'intégrale 
déc. anal, Tome I. 24 
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S'(Pdp+ Qdy+ Rdr- etc.) prise par toute la longueur du cas 
nal, il faudra que Pon ait JY = o0. 

_ Or on a, par la différentiation, 


AA DR TA == Sd (Pdp+-Qdg-Rdr--ete.) 
=SPdap+Qddy+Rddr-ketc.+d'Pdp+-d'Qdg+-d'Rdr+-ctc.). 


Changeant J'd en dd\,et faisant ensüite disparaitre le double gas 
dð pardes intégrations par parties, lon aura: « 


i J'Y = = Psp + Qd'g + Rr + etc. | 
F SP ap — dPIp + d'Qdg — OSGA ARA aRIr + EC), 


où les termes qui sont hors du signe § se rapportent aux extré- 
mités de l'intégrale représentée par ce signé, et répondent par 
éüriséquent aux bouts du canal; de ‘sorte qu'énsupposant ces bouts 
fixes, les variations Jp, dg, dr, ete., qui y répondent, seront 
nulles, et les termes dont il s’agit s’évamouiront d'eux-mêmes. 
‘’Mäintenant comme les ‘quantités Py Q, À; etc, qui représentent 
Kes forces, sont où peuvent! toujours/être supposées’ des: fonctions 
de p, q; r, ete., il est clair que la partie de J'Y qui est affectée 
du signe S, n’est plus susceptible de réduction; donc pour que 
Yon ait en général J'Y =o; il faudra que cette partie soit nulle d’elle- 
. même, et que par conséquent on ait pour chaque point de la masse 
fluide, l'équation identique 


Pdp —dPd'p + d'Qdq — dQd\q + d'Rdr — dRdYr + etc. =.0. 


En regardant les expressions des forces P; Q, R, etc. comme des 
fonctions quelconques ve P, q, r,'etc., on aura; suivant la nota» 


toù reçue , 
ar a da) 2 Tr Pia- etc. ; 


de même 
: PET dp AE dg+T DE dr + elc., 
et ainsi des autres différences; substituant ces yaleurs dans jiga 


i 
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tion précédente , et ordonnant les termes, elle deviendra de cette 


forme : ee 
QE P) (d^gdp — dpåq) 
dP dR 
+ — p) Crdp — drdp) 


faQ dR 
h E — T) Crdg — dr8g), 


et devra avoir lieu indépendamment des différences dp, dg, dr, etc.; 
dp, d'a, dr, etc. 

Donc sil ny a aucune relation donnée entre les variables p, g, 
r, etc., il faudra faire séparément 


aP. AO Er 
“dg gi Ta? 
dP dR 

m pa) 
dQ aR 
A Os 
etc. 


Ce sont les équations de condition connues pour l'intégrabilité 
de la formule Pdp + Qdg + Rdr + etc. 


9. Lorsque les lignes p, g, r, etc. se rapportent à un point 
dans lespace, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dé- 
pendre que des trois coordonnées de ce point, et les forces P, Q, 
R, etc. peuvent toujours se réduire à trois, suivant ces coordon- 
nées (sect. V, art. 7). Ainsi en prenant p, g, r pour ces coordon- 
nées, soit rectangles ou non, et P, Q, R, etc. pour les forces qui 
agissent sur Chaque particule du fluide, dans la direction des mêmes 
coordonnées, il faudra que les quantités P, Q, R, regardées comme 
des fonctions de p, q,r satisfassent à ces trois équations 
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Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse 
être en équilibre, en vertu des forces P, Q, R, qui agissent sur 
tous ses points. 

Au reste, on a fait abstraction jusqu'ici dela densité du fluide, 
ou plutôt on l'a regardée comme constante et égale à unité; mais 
si on voulait la supposer variable, alors en nommant T la densité 
d’une particule quelconque dm, on aurait (art. 2) dm= Tods; 
et Jes quantités P, Q, R, etc. se trouveraient toutes multipliées 
parT . Ainsi lon aura pour l'équilibre des fluides de densité , va- 
riable , les mêmes lois que pour Péquilibre des fluides de densité 
uniforme, en multipliant seulement les différentes forces par la den- 
sité du point sur lequel elles agissent; c’est-à-dire, en écrivant 
simplement TP, TQ, TR, etc., à la place de P, Q, R, etc. 


$ IT, 


Où l’on déduit les lois générales de l'équilibre des fluides incom- 
pressibles, de la nature des particules qui les composent. 


= 10. Nous allons maintenant chercher les lois de l'équilibre des 
fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en . 
regardant ces sortes de fluides comme formés d’un amas de par- 
ticules mobiles en tout sens, et qui peuvent changer de figure, 
mais sans changer de voluine. 

Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui 
agissent sur les particules du fluide soient réduites à trois, repré- 
sentées par X, Y, Z , et dirigées suivant les coordonnées rectangles 

x, Y, Z, C'est-à-dire, tendantes à diminuer ces coordonnées. Nous 
avons donné, dans le chapitre I de Ta section cinquième, les for- 
mules générales de cette réduction. 
` Nommant dm la masse d’une particule quelconque, on aura 
pour la somme des momens des forces X, F, Z, la formule 
intégrale 
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S(X swih Kdy Zd s)dm js eonnebi000 24 
sor Jë volume:de la particule 4m peut étre représenté par dy de; 
ainsi en exprimant par P Ja déñsitéj il ést clair qu'on aurà 
dm = Tdxdydz:; et le signe d'intégration S appartiendra à la fois . 
aux trois variables x, y, z 
Il faudra, de plus, avoir. égard! à l'équation: dé condition résul- 
tante de, l'incompressibilité du flüide, laquelle: étant suppoŝée- rè- 
présentée par. Z=0;, donnera , en différentiant selon d, multipliant 
par un coefficient indéterminé À, et intégrant, : la formule SASE à 
ajouter à la précédente. 
S'il n’y a point de forces extériéures iqui agissént sur la surface 
du fluide, ni de conditions particulières à cette surface ; on aufa 
‘simplement pour l'équation générale de l'équilibre Gec. IVyart. 15), 


S(Xd\x + Ysy SE Z J'z)dm PAL 0 5 


dans laquelle il faudra prendre. les intégrales relativement à | toute 
la masse du side z kii nioidal fi 


Í 


11. La condition de l'incompressibilité consiste en ce que Íe, vo= 
lume de chaque particule soit invariable; ainsi, ayant exprimé ce 
volume par dxdydz,„ on aura dxdydz = const.. pour: lequation de 
condition; par conséquent Z sera FT drdyde:Qonetes iieb dL= 
Ty (dxdydz). j ris Di, 

Pour avoir la. variation A. (dzdyd:), il STE qu ik n’y aurait 
qu'à différentier simplement dxdydz selon d; mais il y a ici une 
considération particulière à faire, et sans laquelle’ le. calcul me sé- 
rait- pas rigoureux. La. quantité dxdydz v’exprime le volume d’une 
particule, qu'autant qu’on; suppose la figure de, cette particule un 
parallélépipède rectangulaire dont les côtés sontiparallèles aux axes 
des x, y, z; cette supposition est très-permise, puisqu'on peut 
imaginer le fluide partagé en élémens infiniment petits d’une figure 
quelconque. Or d. (dxdydz) doit ,exprimer,Ja. variation que souffre 
ce volume lorsque la par ticule change infiniment peu de situation, 
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ses coordonnées x, y,(z dévénant x4-dv, ydy, z+dr; et il 
est clair que si dans ce changement la particule conservait la se 
d'un parallélépipède rectangle, og aurait «iq ; 


(ddyd = Hy; T add ty + dxdyðdz. 


| Par des lprincipes du calcul des’ variations, onl peùt chatiger les 
dur, ddy, d'dsren ddw, ddy, ° daz; mais il est nécessaire de remar- 
quér gue les variations dx; dy, dx pouvant être regardées comme 
des’ fonctions indéterminéés ét infiniment petites de x, y, z, pour 
que ddw représente la variation du côté dx de la particule rectan- 
gulaire dxdyde, lequel est formé par l'accroissement dx que la coor- 
«donnée x reçoit, tandis que les deux autres y ét z ne varient pas, 
il fut qué dans la difiérentiation de dx, la seule x soit censée 
variable; ainsi, suivant la notation des différences-partielles , au lieu 


d'écrire simplement dd, il faudra écrire TE dy; de même et par 


un raisonnement semblable, on écrira T dy et — A z dz au lieù de 


dd'y, ddz. De cette manière, dans Phypothèse - la particule 
dxdydz demeure rectangulaire après la variation, on aura 


S. (dsdydz) = axdy de (DE + P DH 

Il en serait encore de même si on eiti que la particule 
dxdydz devint par la variation un parallélépipède dont les angles 
différassent infiniment peu de l'angle droit.!Car on sait, par la Géomé- 
aie, que si a, b, c sont les trois côtés d’un parallélépipèéde qui 
forment ùn angle solide; et #, 8,7 les trois angles que ces côtés 
forment entre eux , la solidité, oule contenu’ du parallélépipède est 
exprimée par la formule 


abe VO = cosa” — cos ° — cosy" F 2005 cos cos), 


Or les côtés deviennént, par la variation, 
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et les cosinus de æ, 8, > deviennent infininhent petits;-ainsi en 
substituant ces valeurs au lieutde a, bre, et négligeant les infi- 
niment petits des ordres Supérieurs au premier, on aurá, pour la 
variation de dxdydz, la même exprèssion qu'ôù. vient,de-tro ver. 
Mais quoique cette dernière hypothèse Soit légitime, nous ne 
voulons” pas Tadéptét Sans ‘démonstration, potn” ne! tién lasse à 
desirer šur l'exactitude denos formules. Nous’allôns donc chercher 
d'une indhière rigoureuse h variation dé äxdyde, en ayant égard 
ALI atr changement de position et a longhetir de chacin dés 
COTES d’un grallélépipéde rettargutaires dt bri Supposarit séléinent; 
celui ést’exact dans Pihfihiment pett,” Yuc čes öres demeurent 
rectilignes. : qie Tangali Ada it EST A ro ae eas Pie fa 


ele ep F- 
/ į 


Ci oand eh m (aef 


CA 5 / J CAI 


12. Pour simplifier, cette recherche, nousicammencerons par ne 
PRE Re ESS sz { n i Le, _—— PARU Ç 1) 
considérer qu’une dès faces du parallélépipède axè7y de; par exemple, 
la face dxdy, dônt les_quatre angles répondent à,ces_ quatre sys- 
tèmes de coordonnées  — te Que Jef 


(1) 2, or (2) ve, y: >> ` (3) x j y-+dy; »/ | U) x+dx +4, Z, 
Supposons qüe IK Coordonnées 413," 2 du premier systéme te? 
viennent waw, y-H4y, Ede et régardbns fe Vätiations dk,” 


151 SUD 91 
ù 


dy, dx comme dés fonétiôns infiniment petites de x, y, z; en fai? 
sant éroître successivement les x, y, de leurs différentielles dx, 
insu Hh. g9 th PIV-G-ei SIPOR UIONE nb ggi 
dy, on trouvera ce que doivent devenir simultanément les coor- 
L b S ` f al . N Fe A 
donnees des mis autres. :SyÈnese( Ainsi, ep) marquant par les 
mêmes numéros lés systemes variés, on aurá 


(YA, y AT Sa, En en © mis 
£) 1 1) qu IST OTY 


Po y > + p f ; f y 
.(C&) Sig nil sl ob nayom gh, 


D SOROSI 119 
1 SA dà SA z 

(a) adata grdes yri dya de, annd zh Snader 
divad (Ed ) garastia e9D,89vi924897 299 1009 


) 


. e 
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x à ‘ddy. LAS dù 
O strk di) Aa a 


iia aa de E 
Osy Fytyra, 


opoz- ec DE d e dye (90 DY ÿ VIIBIB 


OL enon pamilisoh djos 04 o Tg 

Comme;ces quatre, Systèmes de RES répondent aux quatre 
angles du nouveau quadrilatère dans lequel s’est changée rectangle, 
dxdy , il est. clair qu’ ‘on aura les- côtés, de ce quadrilatère en prenant 
la, racine carrée. de la somme des carrés des différences des coordon- 
nées pour les, deux, angles, adjacens à chagus côté, Ainsi, en; mar- 
quant la, droite qui joint deux angles par la réunion des deux numé., 
ros qui répondent : à ces angles, on aura 3 


(1,2) = dx VG mr + LE 
of Y ff COTE ET) 
R atie adigi ta Ti EN A 
CeT TE) Ya Æ 

CN DL LON (EN 

OR GE GB Dr saeta 
d’où lon voit. que. les côtés opposés (1,2), (3,4) sont égaux entre 
eux, ainsi que les côtés opposés (1, 5) (2,4); et que par , consé- 
quent Je quadrilatère est un parallélogramme dont les deux côtés 


contigus: (1,2);1(2:5). feu en négligeant, sous Je signe, les quan- 
tités du LE ordre vis-à-vis de celles du „premier, 


PIRE GPE A 


HIO 


GP ar DS 2 a(i P2 neo! 


15. A l'égard de l'angle compris par ces deux côtés, on le trou 
vera par le moyen de la diagonale (2, 3), laquelle, én prenant de 
même’la racine carrée de la somme-des. carrés des différences des 
coordonnees respectives des systemes (2) et (5), devient 


(2,5) 
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(a= (er e E Hot ir a) ae). 


y) 


Or en nommant-æ l'angle dont il s’agit, le triangle formé par les 
{rois côtés (1,2), (1,5), (2,5) donne 


02) +0,53) —(@ 5 


STD fais 2) X (1, 


Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (1,2), 
(1,5), (2,5), effaçant les termes qui se détruisent, et négligeant 
les infiniment petits du second ordre et des ordres supérieurs, 
on aura 


ddx 
COS a = D +R 


où l’on voit que l'angle æ ne diffère d’un angle droit que par des 
quantités infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit. 


14. Si on applique la même analyse aux deux autres faces dxdz, 
dydz du rectangle dxdydz, on trouvera que ces faces se changent 
aussi en parallélogrammes; de sorte que les trois faces opposées 
seront aussi des parallélogrammes, comme on peut le démontrer 
facilement par la Géométrie. Par conséquent le nouveau solide sera 
un parallélépipède dont les côtés, qui forment un angle solide, 
seront 


dx (à 1 ES (+7), dz (1 Ea; 


ct nommant g, B, y les angles compris entre ces côtés, on aura 


cos a = + de? 
6 ds dà 

COR TE de> 

cosy = BED 


D'où l'on peut conclure que la variation du parallélépipède rectan- 
Méc. anal, Tome T. 25 
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gulaire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée 
plus haut (art. 11). 


15. On voit aussi par là que si les variations dx, dy, dz n'étaient 
fonctions respectivement que de x, y, z, on aurait rigoureusement 
cosa = o, cosĝ = o, cosy = 0; de sorte que le parallélépi- 
pède rectangle dxdydz demeurerait rectangle après la variation. 
Or comme le changement de forme de ce parallélépipède n’est 
qu'infiniment petit et n'influe point dans la valeur de sa solidité, 
il s’ensuit que sans rien ôter à la généralité du résultat, on peut 
supposer que les variations dx, dy, dz soient simplement fonctions 
de x, de y et de z, comme nous l'avons fait dans Particle 51 de 
la section IV. 


16, Ayant ainsi la vraie valeur de d'.(dxdydz), on la prendra 
pour celle de Z, et Pon aura 


Zb: (dx | diy _ dòz 

On substituera donc cette valeur dans Péquation générale de Par- 
ticle 10, et mettant en même temps pour dm sa valeur Fdxdydz 
on aura l'équation 

T (Xx+ Ydy + Zde) 

S dèx — dèy, die > dxdydz = 0 
ASE GE 

et il ne s’agira plus que d'y faire disparaitre les doubles signes dd 
par la méthode exposée dans le § II de la quatrième section. 


17. Considérons d’abord la quantité SA Tz dxdydz, où le signe ŞS 


dénote une triple intégrale relative à x, y, z; il est clair que comme 
la différence de dx n’est relative qu'à la variation de x, il ne fau- 
dra aussi pour la faire disparaitre qu’avoir égard à l'intégration 
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relative à +; c’est pourquoi on donnera d’abord à cette quantité la 
forme SdydzSà oz dx; ensuite on transformera l'intégrale Simple 

IS ; Sn r 
SAG de en Afda" — N'a 15 =x dxdx; les quantités marquées 
Qun trait se rapportent au commencement de l'intégration, et celles 
qui en ont deux se rapportent aux points où elle finit, suivant la 
notation adoptée dans lendroit cité. Ainsi là quantité dont il s’agit 
se trouvera changée en celle-ci, 

Sdydz(N ds" — Na) SdydzS À dvd, 
ou, ce qui est la même chose, 

SN" — N'a") dydz — S =i dxdxdydz. 


De la même manière et par un raisonnement semblable, on changera 
les quantités NT dxdydz, et D dxdydz, en celles-ci, 


SAP" = Ryda = se Jydxdydz , 
et 


SC Az" —X'dz')dxdy — S 2 d'zdxdydz. 


Faisant ces substitutions, on aura donc pour l'équilibre de la masse 
fluide, cette équation générale : 
; dà dx dx 
s[ (rx D) x + (r— 7) dy + (TZ — F) de ] dxdydz 
+ SAN dx" — A'da )dyde + S(N' dy" N'dy')dxdz 
+ Sd" — a de')dady = 0, 


dans laquelle il my aura plus qu'à égaler séparément à zéro les 
coeficiens des variations indéterminées dx, dy, dzi(art. 16, sect, IV). 


18. On aura donc d’abord ces trois équations 


d da da 
TX—T =o, TF h ER Op ITZ =O, 
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lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse 
fluide. | 

Ensuite si le fluide est libre de tous côtés, les variations dx’, 
dy, dx’, du, dy’, dx” qui se rapportent aux points de la surface 
du fluide seront aussi indéterminées, et par conséquent il faudra 
encore égaler séparément à zéro leurs coefficiens, ce qui donnera 
NX =0, A" = 0, c’est-à-dire, en général A=o pour tous les points 
de la surface du fluide; et cette équation servira à déterminer la 
figure de cette surface. 

TI en sera de même lorsque le fluide est renfermé dans un vase, 
pour la partie de la surface où le vase est ouvert; mais à l'égard 
de la partie qui est appuyée contre les parois, les variations dx’, 
dy’, d'z dx, dy", dz” doivent avoir entre elles des rapports don- 
nés par la figure de ces parois, puisque le fluide ne peut que couler 
le long des parois; et nous démontrerons plus bas, que quelle 
que puisse être leur figure, les termes qui renferment les varia- 
tions en question seront toujours nuls d'eux-mêmes; de sorte qu’il 
n’y aura aucune condition relativement à cette partie de la sur- 


face du fluide. 
19. Les trois équations qu’on vient de trouver pour les condi- 
tions de l'équilibre du fluide, donnent 


dx da rs da _. A 
n TZ, E E g~ TZ; 


donc puisque dà = A dx +5 dy + ca dz, on aura 
; dr =T (Xdx + Ydy + Zdz) ; 
par conséquent il faudra que la quantité 
T(Xdx + Ydy + Zd:) 


soit une différentielle complète en x, y, z; et cette condition ren- 
ferme seule les lois de l'équilibre des fluides, 
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Si on élimine la quantité À des mêmes équations, on aura les 
suivantes ; 


CAE, CRETE EL A 
UT 
IX > d.IZ 
da dx ? 
d.TY d.rZ 
FE TATE, "dy ? 


équations qui s’accordent avec celles de Particle g. 

Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide 
puisse être en équilibre, en vertu des forces X, Y, Z. Lorsqu'elles 
ont lieu par la nature de ces forces, onest assuré que l'équilibre ` 
‘est possible; et il ne reste plus’ qu'à trouver la figure que la masse 
fluide ‘doit prendre pour être en équilibre, c’est-à-dire, l'équation 
de la surface extérieure du fluide. 

Nous avons vu dans Particle précédent, qu’on doit avoir dans 
chaque point de cette surface A=o. Donc puisque d\=T(Xd* 
+ Ydy + Zdz), on aura en intégrant, 


A = [T(Xdx +- Ydy + Zdz) + const. ; 
par conséquent l'équation de la surface extérieure sera 
ST(Xdx + Ydy + Zd:) = K; . 


'K étant une constante quelconque; et celte équation sera toujours 
en termes finis, puisque la quantité T'(Xdx + Ydy + Zdz) est 
supposée une différentielle exacte. 


_ 20. La quantité Xdx + Ydy + Zdz est toujours d'elle-même une 
différentielle exacte , lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat 
d’une ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions 
quelconques des distances aux centres, puisqu'on a en général par 
l'article 1 de la section V, | 


Xdx + Ydy + Zdz = Pdp + Qdg F- Rdr + ete. 
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Nommant cette quantité dIT, on aura alors d\=Tdïl; donc pour 
que dA soit une différentielle complète, il faudra que T soit une 
fonction de II. Par conséquent A=/Tdll sera aussi nécessaire- 
ment une fonction de I]. 

On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la 
figure de la surface l'équation, fonct. = X; savoir I= à une 
constante, de même que si la densité du fluide était uniforme. De 
plus, puisque I est constante à la surface, et que T est fonction 
de TI, il s'ensuit que la densité T doit être la mème dans tous les 
points de la surface extérieure d’une masse fluide en équilibre. 

Dans l'intérieur du fluide la densité peut varier dune manière 
quelconque, pourvu qu'elle soit toujours une fonction de IT; elle 
devra donc être constante partout où la valeur de! I sera cinlanté 
de sorte que [= z sera en général l'équation des couches de même 
densité, À étant une constante. Donc différentiant, on aura dII=o, 
ou Xdx+Ydy + Zdz=o pour l'équation générale de ces couches; 
et il est visible que cette équation est celle des surfaces auxquelles 
la résultante des forces X, Y, Z est perpendiculaire, et que Clairaut. 
appelle surfaces de niveau: D'où il s’ensuit que la densité doit être 
uniforme dans chaque couche de niveau formée par deux ‘surfaces 
de niveau infiniment voisines. 

Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les Planètes, 
supposé que ces corps aient été originairement fluides, et qu'ils 
aient conservé, en se durcissant, la forme qu’ils avaient prise en 
vertu de l'attraction de leurs parties, combinée avec la force cen- 
trifuge, 


21. À l'égard de la quantité A dont nous venons de déterminer 
la valeur, il est bon de’ remarquer que le terme SASL de l'équa- 
tion générale de l’article 10 représente la somme des momens d'au- 
tant de forces À qui tendent à diminuer la valeur de la fonction Z 
(sect. IV, art, 7); de sorte que comme on a fait AL =d. dxdydz 
(art. 11), on peut dire que la force À tendà comprimer chaque par 
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ticule dxdydz du fluide; par conséquent cette force west autre. chose 
que la pression que cette-particule du fluide souffre également ‘de 
tous côtés, et à laquelle elle résiste par son incompressibililé. 

‘On a donc en général pour la pression dans chaque point de la 
masse fluide, lexpression 


ST (Pdx'+- Qdy + Rdr); 


et comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrable pour 
que le fluide soit en équilibre, il s’ensuit que la pression pourra tòu- 
jours être exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives 
à la particule qui éprouvé cétte préssion; proposition fondamentale 
de la théorie des fluides, donnée par Euler (sect. VE, art. 6). 


22. Pour donner une application de l'équation H =à une constante, 
que nous avons trouvée pour représenter la surface d’une masse 
fluide en équilibre (art. 20), nous allons considérer Péquilibre de la 
mer, en supposant qu’elle recouvre la terre regardée comme un so- 
lide de figure elliptique et peu différent de la sphère, et que chaeune 
de ses particules soit attirée à la fois par toutes les particules de la 
terre et de la mer, et soit animée en même temps de la force cen- 
trifuge, provenant de la rotation uniforme de la terre autour de 
son axe. | | 

C’est ici le lieu d'employer les formules que nous avons données 
dans l’article 10 de la section V. Nous avons désigné par © la va- 
leur de la fonction I, lorsque les forces sont le résultat des attrac- 
tions de toutes les particules dun.corps de figure donnée, et nous 
avons donné l'expression de Z pour le cas où l'attraction est en 
raison inverse du carré des distances, et où le corps attirant est 
un sphéroïde elliptique peu différent de la sphère. En conservant 
les dénominations employées dans cet article, et en s’arrêtant aux 
termes: qui contiennent les secondes dimensions des excentricités e 
et i, on a trouvé 


sn (its), 
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où:x, y, z sont les coordonnées rectangles du point attiré, 
r = Vx + y+ z est la distance de ce point au centre du sphé- 


roide, et m est la masse du sphéroïde= # ABC, A, B,C étant les 
demi-axes du sphéroïde, 

Si on dénote par T la densité du sphéroïde supposé homogène, 
il faudra multiplier cette expression de Z par T; et si on suppose 
que le sphéroïde ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la den- 
sité soit différente, il n’y aura qu'à y ajouter la valeur de Z rela- 
tive à ce nouveau sphéroïde, multipliée par la différence des densités, 
Ainsi en marquant par un trait les quantités relatives au sphé- 
roïde intérieur, et supposant que sa densité soit T+T', on aura 
pour la valeur totale de Z, 


Et em Tm’ ik Tm(e i) -+ Tm (e-i) 
S T 2.5 


z Tme+r'm'e® , Tm- mi’ , 
5 2.50 Y ieia A ah 


23. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même 
temps sollicité par trois forces représentées par fx, gy et Az diri- 
gées suivant les coordonnées x, y et z, et tendantes à les augmenter, 
on aura —fxdx, —gydy et — hzdz pour leurs momens, et il en 


= 2 2 Î REA p H + 
résultera les termes -E —— à ajouter à la quantité = 


pour avoir la valeur de I, due à toutes les forces qui agissent sur 
le même point. Ainsi l'équation de l'équilibre sera 


>> — PRE == const, 


24. Pour appliquer maintenant ces formules à la question dont 
il s’agit, on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont 
la densité est T, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la 
densité T + T’, et on placera le point attiré à la surface de la mer, 
en faisant coïncider les coordonnées x, y, z de ce point avec les 


coordonnées a, b; e de la surface du sphéroïde extérieur. On aura 
alors 
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alors, pour que cette surface soit en équilibre, Péquation 
rmm  Tme+i)+T'm(e*+1) : fr 
r pe 2,5 T 2 
T Wy e"? . 
mia (5 = z s +E) 
rmi’ + T'm2 h 3 
TE (5 2.b1° +2) £ 


== à une constante. 


Cette équation, dans laquelle r = Vx°+y*Æz, donne la figure 
de la surface; mais nous avons supposé dans les formules de Par- 
ticle 10 de la section V, que cette surface est représentée par 

l'équation 


EE Y eS E 
stTpTe— 1), 


en prenant ici x, y, z au lieu de a, b, c; gone il faudra que ces 
deux équations coincident. 


_Tirons de celle-ci la valeur de renyet z, et: pour cela substi- 


tuons dans r°= x" y" 2", pour x* sa valeur 4 — #42 


RTE 
on aura, en mettant pour B* et C* les valeurs 4°- e, 4° Lis 
(article cité), 
Å d ) i y a ey? igt 
=A B eria 
doù Pon. tire, en rejetant les puissances de e et à supérieures à es 
et i’, auxquelles nous wavons point égard ici, 

1 ere ati ia 
GA 2 A5 
On substituera donc cette valeur de =a ainsi que celle de x*, dans 


la‘ première équation, et rejetant toujours les termes qui contien- 
draient et, if,e?, i^, etc., On aura 
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Tm+T'm° ten Tm(e?=1°)+ Tm (ei) fA 
A 2.543 r TAF 


Tme+T'm'e® o g fA Emme , 
+6 2.545 Es e 
; Tmi’ Fim qe h fA : (m+T'm'}i 
+ (5 R MT ac 245 je 


= à une constante. 


Cette équation devant être identique, il faudra que les coefficiens 
des quantités variables y* et z* soient nuls, ce qui donnera les 
deux équations 


3r'm’e* __ (@Tm4-5T'm')et Lg: TAGS d 
2.5 A 2.5 A5 CR y hariata 
3 T'm'i’ (2Tm+5r m) i h fA 
st o aa a OTRS? 


qui serviront à déterminer les deux excentricités e et z de la sur- 
face elliptique de la mer. 


25. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance 
de l'axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. 
Donc si on prend l'axe, 24, qui est aussi l'axe des coordonnées x, 
pour l'axe de dr et que f soit la force centrifuge à à la distance A 


de laxe, on aura ži pour la force centrifuge d’un point quelconque 


du sphéroïde, en faisant u = V/y°+z"; cette force étant dirigée 
suivant la ligne z et tendant à laugmenter, donnera le moment 


SE , dont l'intégrale — “aa savoir — Aree , devra être 


me à la quantité Z, pour avoir égard à E de la force cers 
trifuge. Ainsi on aura les conditions de l’équilibre de la mer, en 
vertu de l'attraction réciproque de toutes les particules de la%mer 
et de la terre, et de la force centrifuge due à la rotation dela terre, 


en faisant dans les deux équations précédentes fo; g= £ ; 


f 
h= = 
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Puisque les deux constantes g et 4 sont égales, on voit par ces 
équations que si les CI g et ï de la terre sont égales, on 
aura aussi les deux excentricités e et ¿ de la figure de la mer égales 
entre elles; de sorte que si la terre est un sphéroïde de révolution, 
la mer en sera un aussi. Mais si la terre n’est pas un sphéroïde de 
révolution, la mer nele sera pas non plus, et les deux équations 
dont il s’agit donneront les valeurs de ses deux excentricités e, żę 
qui seront différentes des excentricités e et x’ de la terre. 


26. Au reste, cette solution n’est exacte qu'aux quantités e°; ż*, 
e°, i® près; et si on voulait avoir égard, dans les valeurs de 5 et 
de r, aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de 
ces quantités, il ne serait plus possible de vérifier en général 
équation K GER 

z=- = à une constante , 
pour la surface d'équilibre; d’où il faudrait conclure que cette sur- 
face n’a point rigoureusement la figure d’un sphéroïde elliptique. 

Je dis en général, parce que dans le cas où le sphéroïde est 
homogène et sans noyau intérieur d’une densité différente, on a 
trouvé que les attractions sur un point quelconque de la surface, 
suivant les trois ordonnées x, y, z, sont repr ésentées aa 
ment par les formules 

mZx , my , mNz, 


où L, M, N sont des fonctions de 4, B, C données par des in- 
técrales définies; d’où l'on déduit pour Z cette expression rigoureuse 


Z= x (La My + Ne). 
Ainsi l'équation de l'équilibre = — en] = const. étant de la 


A 4 : EATI.) a y z? 
même forme que l'équation du sphéroïde $- & = 1, on 


peut, à cause de la constante arbitraire, les rendre identiques par 


a 
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ces deux conditions, 


mM—f A mN—f A4 
mb 1 .B°? "mL a? 


lesquelles donnent B=C, parce que les quantités M et N sont 
des fonctions semblables de B, C et de C, B; elles se réduisent ainsi 
à une seule qui sert à déterminer le rapport de 4 à B. 

. Ce cas est jusqu'à présent le seul pour léquel on ait trouvé une 
solution rigoureuse qu’on doit à Maclaurin; de sorte que le problème 
de la figure de la terre, envisagé physiquement, m'est résolu exacte- 
ment qu’en supposant le sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, 
les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. gs donnent, 

à f . . om 

en faisant T= 1, l'=0,g—h = > et e= i, celle-ci: caa — f=. 
Si on compare la force centrifuge à la gravité prise pour Punité, 
laquelle est, aux ue e près, p :, il py aura qu'à faire 
m > BA, y ip 2/i+ 
= 1) et Pon aura ET a fo T ; d'où Pon tire == PE 

B 


Or on a f= —; donc Buse d très-peu près, comme on le 
288 ? A 230 PP PECS); 


sait depuis long-temps. 
Sol kil: 


- De l'équilibre d’une masse fluide libre avec un solide qu’elle recouvre. 


27. Les lois particulières de l'équilibre d’un fluide avec un solide 
qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les 
points du fluide et du solide sont sollicités par des forces quel- 
conques, dépendent des termes de l'équation générale (art. 17) qui 
se rapportent aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations 
doubles. 

Ces termes donnent cette équation aux limites , 


SX (dx"dydz + dy'dxdz + de'dxdy) 
— SA (dx'dydz + d'ydxdz + de'dxdy) = 0, 
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laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est.contigu 
au solide. 


” 28. Considérons d’abord le cas d’une masse fluide dont la surface 
extérieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figure 
quelconque. 

En prenant l’origine des coordonnées dans un point de l'intérieur 
du noyau, les quantités marquées d’un drait se rapporteront à la 
surface du noyau, et les quantités marquées de deux traits se rap- 
porteront à la surface extérieure du fluide. Ainsi on aura d’abord, 
pour tous les points de cette surface, l'équation à” = o, laquelle 
donne, comme on on l'a déjà vu plus haut (art. 19), 


ST (Xdx + Ydy + Zd) =K, 
pour la figure de cette surface. 
Il ne restera donc à vérifier que l'équation 


SX(dx'dydz + dy dadie + di'dxdy) = 0! 
dont tous les termes se rapportent à la surface du noyau. 


29. Comme l'intégration de ces termes est relative aux coordon- 
nées dont les différentielles entrent dans l'expression dès élémens 
superficiels dxdy, dxdz, dydz, il faut commencer par réduire ces 
élémens à une même forme; ce qu'on peut obtenir en les rappor- 
tant à l'élément de la surface auquel ils répondent. 

Désignons par ds* l'élément de la surface qui répond à l'élément 
dxdy du plan des x, y; et nommons y langle que le plan tangent 
fait ayec le même plan des x, y; on aura, par la propriété connue 
des plans, dxdy = ds* cosy, et l'intégrale Sax'dk'dxdy deviendra 
SX cos y'd'zds*, laquelle devra s'étendre à tous les points de la sur- 
face du fluide. 

De même si do* est l'élément de la surface qui répond à l'élément 
dxdz du plan des x, z, et qu'on nomme B l'angle que le plan tangent 
fait avec ce même plan des w, z, on aura dydg== do? cos’, et l'inté- 
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grale SN'd /dxdz deviendra Sà cos B'd y'ds*, laquelle devra s'étendre 
également par toute la surface du fluide. 


_3o. Je remarque maintenant que quoique les deux élémens ds* 
et ds* de la surface puissent n'être pas égaux entre eux, néanmoins 
comme les deux intégrales qui renferment ces élémens se rapportent 
à la même surface, rien n "empêche d'employer le même élément dans 
ces deux intégrales, puisque, par la nature du calcul différentiel, la 
valeur absolue des élémens est arbitraire et n’influe point sur celle 
de l'intégrale. Ainsi on pourra changer l'intégrale S\'cos B'dy'ds* en 
Sx cos B'dy'ds?. 

Par le même raisonnement, l'intégrale S\'dx’dydz pourra se mettre 
sous la forme SN cosæ’dx’ds", en nommant a' l'angle que le plan 
tangent fait avec le plan des x, y. 

D'ailleurs il est évident qu’on peut toujours prendre les élémens 
dx, dy, dz tels qu'ils satisfassent aux conditions 


dxdy —=cosy ds",  dxdz = cos B'ds,  dydz = cos «'ds', 


lesquelles donnent 


dx= ds UE er }; dE), das MET cosb’ j 


cosy” 


Par ces transformations, Péquation aux limites deviendra enfin 
SA (cosg dx’ + cos Bd’ cosy’ dz')ds* = 0, 
l'intégration devant s'étendre sur toute la surface du fluide contigu 

au noyau. 

31. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par 
l'équation différentielle 
Adx +- Bdy + Cdi = 0. 


En nommant à’, 8, y les angles que le plan tangent fait avec 
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les plans des x, y, des x, z et des y,,7, On à par la: théorie 
des surfaces, : 

PORT Don P A À 

VAHE 

MESE me E A 

VCÆ+B +0)? 

ORE PN 

VAF HCY 


Donc l'équation de l'article précédent, relative à la surface, deviendra 


cos a == 
cos B = 


cosy = 


Aat 4 Bdy/ + Cr! 
VA+E+0) 

Comme dette surface est donnée de figure et de positions; les eva- 
riations dx’, dy’, dk':des coordonnéés'des particules qui y sont con- 
tiguëés doivent avoir entre elles une relation dépendante de l'équation 
de la même surface; ainsi ayant supposé cette équation 4414 Bdy’ 
+ Cds = 6, òn aüra aussi nécessairement 4422 y PON = 0 

ce qui satisfait à l'équation aux limités de l'article précédent, sans 
qu'il en résulte aucune nouvelle équation." ASUS 1) 


sx ) as =o. 


52. Soit p’ une ligne perpendiculaire à la surface dans le point 
auquel répondent les variations x, dy’, dx’, et terminée à un point 
fixe. Puisque 4’ est l'angle que le plan tangent fait avec le plan des 
Yy, g, ce sera atissi Pangle que la pérpendiculáire p à ce plah fait 
avec laxe des x, qui est perpendiculaire au même plan des y, z 
De même £’ sera l'angle de cette: perpendiculaire avec l'axe des y; 
et y’ sera l'angle dela même perpendiculaire avec l'axe des z. Donc 
quelles que, soient les variations dx’, dy'id'z', on, aura en, général 
par Particle 7.de la, seconde section, en changeant d en d; 


Jpn cos ad" + cos ‘dy’ Æ cos y'dz'; 


et lé équation de l'article 50, relatiye : à la surface du fluide, pourra 
se mettre sous la forme ans 
SX A p'ds* = 0 2? 
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où l’on voit que chaque élément ds” Jp’ de cette intégrale représente 


le moment d’une force à'ds* appliquée à l'élément ds* de la sur- 
face, et dirigée suivant la perpendiculaire p’ cette surface. De sorte 
que l'intégrale S% dp'ds? représentera la somme des momens de toutes 
les forces à appliquées à chaque point de la surface et agissant per- 
pendiculairement à cette surface. 

Cette force égale à À’ est évidemment la pression exercée par le 
fluide sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance 
du noyau. Mais on peut en général réduire à la forme SAdpds* tous 
les termes de l'équation aux limites qui se rapportent à la surface 
du fluide, soit que cette surface soit libre ou non; et il est évident 
que la pression doit être nulle dans tous les ‘points où la surface 
est libre; ce que nous avons déjà trouvé d’une autre manière (art. 18). 


2 


55. Si lenoyau recouvert par le fluide était mobile, alors il faudrait 
augmenter les variations dx, dy, Jz des variations ASpandentes du 
changement de position du noyau. 

Pour distinguer ces différentes variations, nous disit par 
dx, d'y, dz les variations dues simplement au déplacement des par- 
ticules du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, et 
nous dénoterons par dé; dv, dé les variations qui dépendent du 
déplacement du noyau. Celles-ci sont exprimées par les formules 
suivantes , que nous ayons trouvées; dans l'article Go dela section V, 


dE = dé M yd N y 

di ðm; zð Lo +- sAN; 

M diiy d Lom ad M) 
Ainsi dans l'équation sgénérale “de Varticle 17} il faudra ‘mettre 
dx AE, dyn, dut dé à la place de dr, dy, dr; et 
ensuite égaler à zéro les termes affectés des variations ^x, dy, Dr, 
ainsi que ceux qui se trouyeront affectés des nouvelles variations 
dl, dm, fn, SL, AM, SN, après les avoir fait sortir hors des 
signes S, puisque ces variations sont les rHénes pour toutes les 


particules du fluide, 
F On 
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On voit d’abord que l'introduction des variations JE: d'u, dé 
n'apporte aucun Changement aux équations qui-doivent avoir: lieu 
pour tous. les points du fluide, et qui résultent des termes affectés 
d’une triple intégration, parce qu’en, égalant à zéro les, coefficiens 
de dx, d'y, da dans ces termes, les, variations cE, dn, d4, dis- 
paraissent .en.même temps.) D'où il suit.que les. lois générales. de 
l'équilibre contenues dans les formules de Particle 19, sont indépen+ 
dantes de l’état comme de la figure du noyau, 


54. Il n’y a donc à considérer que l'équation aux limites que 
nous ayons réduite, dans l'article, 50, à la forme. :.; 


SET SN(C0s ada” + cos Bey cosy d\2) ds" = 0." 

En y substituant pour dx’, dy’, dg les valeurs Sx HdE, Sy HAN, 
Ju! + dC marquées d'un trait, pour les rapporter à la surface du 
fluide contiguë au noyau, elle devient 


: SX (cos ax’ + cos bsy + cosy dz')ds* r 
+ SX (cosa lé" =H cos Bsn + cosydE)ds mo; 


La partie qui contient les variations dx’, d'y, dx est nulle gelle- 
même, comme nous Pavons démontré dans l'article 51. L'autre ` 
partie du premier membre de l'équation devra donc aussi être nulle, 
On y sübstituera les valeurs de DE; dx, d', et on égalera ensuite 
séparément à zéro les quantités multipliées par M, Am, dn, 
SL, AM, d'N; on aura ces six équations , 


SN cosads = O, SX cos Bds* = 0, SN cosyds =o, 
SX(y'cos 7 —2'cos Blds = 0; 
SX z'cosa — x'cosy)ds* = 0, 
Sa ( x' cos B — y'cosa)ds" = o, 


qui seront nécessaires pour PARU complet ‘din fluides et du 
solide. - tist jel SE Ñ 
Ces équations” asondat à jaličs de l'article 62: dela section Yj: ) 


Méc. anal. Tome I. 27 
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en: substituant dé" pour 4m, et \'Ccosx, Acosh, A cosy pour X, 
Y, Z. En effet, À étant la force! dé pression qui agit perpen- 
diculairement sûr la surfice du noyau solide, x'cosa ; X'cos 8, 
À'cosy séronit les forcés qui en résultent, suivant les: directions 
des coordonnées v, y, z, et il faudra que le solide soit en. équi- 
libre, chacun des: points de sa surface étant sollicité par ces mêmes 
forcés. y 


35. Mais lorsqu'un fluide est supporté par un solide de figure 
détinée, él que Punet Pautre sont sollicités par des: forces quel- 
conques , il est plus simple de tirer directement la solution: du pro- 
blème de l'équation fondamentale de l'article 16, en. y substituant 
immédiatement pour dx, dy, dz, leurs valeurs complètes dx+d$, 
dy Hd, dr dt (art. 55). 

Les variations dx, dy, dz étant indépendantes des autres va- 
riations dZ, dm, etc:, donneront une équation semblable à celle de 
l'article 17, et‘fourniront les mêmes résultats pour. l'équilibre du 
fluide, que-dans le cas où le solide est supposé fixe. 


A l'égard des autres variations d'E, dn, dK, il est d’abord aisé 
de: voir qe ‘elles ne donnent rien dans les valeurs des différences 


ddy d’ 
partielles Se, D Se, puisque les variations d/, dm, du, dLa 


AM, SN sont censées indépendantes de x, y, z 
Ainsi il suffira de substituer dE, d'n, JE à la place de dx, Gá 
dz dans-la formule 
NZE- dy + Zd2)Tdxdyd£;, 
et d'égaler séparément à zéro les quantités multipliées par cha- 
cune des six variations d7, dm, dn, SL, SM, AN, après les 
avoir fat sortir hors du signe 18. Il est visible qu'on aura de 


cette manière les mêmes équations qu'on a trouvées dans la sec- 
tion ‘cinquième (chap, IV); pour l'équilibre d'un corps solide dont 
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chaque particule dm, quiest ici Tdxdydz est animée pardes forces 
quelconques X, Y, Z; de sorte que l'on a-pour l'équilibre d’un 
fluide sur un noyau mobile, les mêmes équations que si le fluide 
devenait solide. 


36. Il résulte deces deux manières d'envisager les variations , 
que la pression ‘du ‘fluide surila ‘surface du noyau équivaut à 
Paction de toutes les forces qui sollicitent,chaque particule du fluide, 
en supposant que le fluide soit considéré comme solide, et que le 
noyau soit augmenté de toute la masse du fluide devenu solide. 


_ :Comme ce théorème de Statique est.important, nous croyons 
devoir montrer d’une manière: en directe RPDE il, AP déduit 
de:nos formules. 


Tout-se réduit à démontrer que équation 
| S(XSE +Y d'n+ ZdETdxdyd = 0, 
donne les: mêmes: résultats: que: l'équation aux dishités $ 
SA(IE dy dE + Onde + Ndiyo: 
Par les conditions de l'équilibre du fluide on a (art. 19), 
TX=T, Tr Z= %, 


Et comme les valeurs de J 3 M La (art. 35) pe respective 
ment indépendantes de x, y,z,.0n aura aussi 


pag ROME b pyy es Ega Eee, “brasse 
ainsi Ja première équation «deviendra ipò olapar 


SEE + Se RD Cab 


Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport à x, 
le second par rapport à y, le troisième, par rapport à z; donc si on 
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exécute cesintégrations partielles, comme on Pa fait dans Particle 17, 
il en résulte Pé équation aux limites 
SA'(d'E"dydz + d''dxdz + J’dxdy) 
— SN (JE dydz + d'dxdz + dl'dxdy) = 
Mais on-a à” =o (art.:25) -àr cause que la surface extérieure du 
Aide est supposée bregi donc iline restéra que Fee 


SN(SE dy de + J'n'dxdz + d'dxdy) = 
Ain les deux fqutions reviennent exactement au même. 


‘57. Puisque, relativement” aux variations dépendantes du dépla- 
` éémént du noyäu, on peut regarder le fluide qui le recouvre, comme 
s'il ne faisait qu’une masse solide avec lui; lorsque tous les points 
du noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques; il n’y 
aura qu'à tenir compte, de ces forces, comme de celles qui solli- 
citent les particules du fluide, et appliquer à à l'équilibre de la masse 
composée du fluide et du solide, comme si elle ne’ formait ‘qu'un 
solide continu, les solutions données dans le éapitre IV de la 
cinquième section: 
$ IV. 


=A t a L1 


De l'équilibre des fluides incompressibles contenus dans des vases, 


38. L’équation générale aux limites de l’article 27 doit se vérifier 
pour tous les-points [des paoa du vase dans lequel le‘fluide est 


renfermé, 
Mettons cette équation sous Taiformie => <ur 


Slada" = N'd\'x' dy ds 
he S'y" — A dy dede 
HSA Se ie A de dady = 05: : 


et considérons d'abord Ies termes Sde" — Xdi dady, dans Tes- 
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quels Ae" etde sont les variations de l’ordonnée z ; en tant qu'elle 
se jappörie aux deux points de la surface du fluide qui répondent 
aux mêmes coordonnées x ety. 

Il est évident que les variations dz” ét à faire sortir les 
particules’ dé la surface hors de’ la masse fluide, et que les varia- 
tions dzi en les supposant toutes deux. positives, tendent à, faire 
rentrer dansroetfe masse les particules de-la ‘surface opposée; de 
sorte qu’en donnant à celle-ci le: signe négatif, les variations dz 

et —d'z' tendront également à faire sortir hors de la masse fluide 
les particules de la surface; et la double intégrale 


Sa d'z" $ NX dz \dxdy ` 


représentera Ja somme de toutes les quantités Adkaxdy ! qui ré: 
pondent à tous les points de la surface du fluide, et dans lesquelles 
les variations d\z seront censées avoir la-même tendance du dedans 
de la masse fluide au dehors; ainsi, avec cette condition nous pou- 
vons donner à cette intégrale cette forme plus simple Sadzdxdy. 

De la même manière et avec les mêmes conditions, on pourra 
ramener les deux autres intégrales doubles S(à"fy"—à\'d\y')dxaz et 
SX Sa" — Nd'x')dydz, à la forme SAdydxdz, SAdxdydz. 

Ainsi Péquation aux limites dont il s’agit pourra se mettre sous 
cette forme 


SAd'zdxdy + SAdydxdz + S\d\'zdydx, 
qu'on peut encore réduire, par l'analyse de l’article 33, à celle-ci : 
SA(cosad\x + cos dy + cosydr)ds = o, 


dans laquelle a, B, y sont les angles que le plan tangent à Ja sur- 
face, dans le point qui répond aux coordonnées x, y, z, fait avec 
les trois plans des y, z, des x, z et des x, y. L'intégration de 
cette équation devra s'étendre à toute la surface du fluide; et 
les variations dx, dy, dz seront censées toutes dirigées du dedans 
de la masse fluide au dehors. 
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39. Dans les points où la surface est libre, les variations dx, 
dy, dz demeurant 'indéterminées, on ne peut: satisfaire à l'équation 
qu’en faisant A=0, ce qui donnera la-figure de cette surface, 
commenous l'avons vu -dans l’article 18. 

Pour tous les autres ‘points de la surface où le fluide est contigu 
aux parois du vase, si on marque d’un trait les quantités  qui.s’y 
xapportent, on aura, relativementà ces parois ,kmême équation 
qu'on a trouvée par rapport à la surface du noyau recouvert d’un 
fluide :(art. 30). Ainsi toutes les conclusions qu’on a tirées de_cette 
équation , depuis V'ärticle qu’on vient: de citer jusqu’à la fin du:para- 
graphe précédent, peuvent s'appliquer aux parois du vase dans le- 
quel le fluide est renfermé, quelle que soit d’ailleurs sa figure, et 
soit qu'il.demeure fixe, ou qu'il doive être en équilibre, par Ja pres- 
sion du-fluide et; par l’action des forces étrangères :qui.le tirent dans 
des directions quelconques. 
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De l'équilibre des fluides compressibles et élastiques. 


1. Sorexr, comme dans l'article 10 de la section précédente, 
X, Y, Z les forces qui agissent sur chaque point de la masse 
fluide, réduites aux. directions des coordonnées x, y, z, et ten- 
dantes à diminuer ces coordonnées; on aura d’abord S(Xd\x+-Ydy 
—Zd'z)dm pour la somme de leurs momens, 

Dans les fluides élastiques il y a de plus une force intérieure qu’on 
nomme élasticité ou ressort, et qui tend à les dilater, ou à aug- 
menter leur volume. Soit donc e l'élasticité d’une particule quel- 
conque dm; cette force tendant à augmenter lé volume dxdydz de 
ja même particule, aura ou pourra être censée avoir pour moment 
Ja quantité —ed'.(dxdydz) par Particle g de la seconde section. Je 
donne ici le signe — au moment de cette force, parce que celle-ci 
tend à augmenter la variable dxdydz, tandis que les forces X, 
Y, Z tendent à diminuer les variables x, y, z. Ainsi la somme 
des momens provenans de élasticité de toute la masse fluide ; sera 
exprimée par — Sed (dædydz). 

Donc la somme totale des momens des forces qui agissent sur le 
fluide, sera 

S(Xdx + Ydy + Zde) dm — Sed (dxdydz); 


et comme il n’y a ici aucune condition particulière à remplir, on 
aura l'équation générale de l'équilibre, en égalant simplement cette 
somme à Zéro. 


2. On aura donc pour l'équilibre des fluides élastiques , une équa- 
tion de la même forme que celle que Von a trouvée dans la sec- 
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tion précédente (art. 10) pour l'équilibre des fluides incompressibles, 
puisque dans’ celle-ci SL = J(dxdydz) (art. 11), ce qui rend le 
terme SAd\Z provenant de la condition de l’incompressibilité, entiè- 
rement semblable aû terme Séd(dxdy dz) dù aux momens des forces 
élastiques. 

Il s’énsuit de Ià que les formules trouvées pour l'équilibre’ des 
fluides incompressibles, s'appliquent immédiatement et sans au- 
cune restriction à l'équilibre des fluides élastiques, en y changeant 
simplement le coefficient À en — e€, c’est-à-dire èn supposant 
que la quantité À qui exprimait la pression dans les fluides incom- 
pressibles, étant prise négativement, exprime la force d'élasticité de 
chaque élément d’un fluide élastique. 


5. L'éslaticité e dépend de la densité et de la température de 
chaque particule du fluide, et on doit Ja regarder comme une fonc- 
` tjon connue de ces deux. quantités ; mais la densité de chaque par- 
ticule est inconnue parce qu’elle dépend du rapport de la'masse dm 
de la particule à son volume dxdydz; et le calcul différentiel ne 
peutdéterminer ce rapport, qui dépend du nombre de. particules 
élémentaires contenues dans lélément différentiel dxdydz de la 
masse fluide, 

On ne peut donc connaitre la valeur de lélasticité qud poste- 
riori, par le moyen des forces qui tiennent le fluide -en équilibre. 
Ainsi il faudra déterminer la valeur de e comme on a déterminé 
celle de À dans l’article 19 de la section précédente, 


4. En changeant. À en —£€, on aura par cet article les équations 


dé d d: 
gz r =0, ETY = 0, g t TZ =0, 


lesquelles donnent 


de T(Xdx Yd} A+ Zd) = 0, 
ct 
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et par conséquent | 


e = const. — ST(Xdx + Ydy + Zdz), 


Ainsi la quantité T(Xdx+ Fdy + Zdz) doit être une différen- 
tielle complète pour l'équilibre des fluides élastiques, comme pour 
celui des fluides incompressibles. 

De là on conclurasaussi, Comme dans l’article 20 de la section 
précédente, que lorsque la quantité Xdx+-Ÿ4y+Zaz est elle-même 
une différentielle complète, la densité T devra être uniforme dans 
chaque surface de niveau. 


5. En désignant par 8 la chaleur qui a lieu dans chaque endroit 
de la masse fluide, on suppose ordinairement pour l'air € propor- 
tionnelle à T9, en faisant abstraction des autres causes, telles que les 
vapeurs, l'électricité, etc., qui peuvent influer sur son élasticité: 

gppetinons dans l'équation de- T(Xdx + Ydy + hs pour -T 
sa valeur a; elle deviendra 


Xdx 
d: Xdr+ nee 


= o0. 


La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 8 
sera une fonction donnée de x, y, z; et il faudra, pour que l’équa- 
tion précédente puisse subsister, que la quantité 


Xdx + Ydy + Zdz 
aE 


sbit une différentielle exacte, 


- 

6. Donc dans le cas de la nature où Xdx -+ Ydy} Zdz = 
(art. 20, sect. précéd.), il faudra que 8 soit une fonction de TH; par 
conséquent on aura d=o lorsque dIi= o; d’où. il suit que la 
chaleur doit être constante dans chaque nie de niveau à laquelle 
la pesanteur est perpendiculaire; autrement il sera impossible que 
l'atmosphère puisse être en équilibre. Ainsi il faudrait, pour quel'aig 

Méc: anal. Tome I. 28 
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půt être en repos, que la température fût égale sur toute la surface de 
la terre, et qu’elle ne variât, en s’élevant dans l'atmosphère, que 
d’une couche de niveau à Pautre. | 


7. À l'égard de l'équation aux limites pour la surface du fluide, 
en employant la réduction de l’article 32 de la section précédente, 
elle devient Sed pds’ = o, et sous cette forme elle est évidente par 
elle-même ; car à la surface il wy a à considérer que la force d’élas- 
ticité € qui agit suivant la ligne p perpendiculaire à. la même sur- 
face; et si le fluide est contenu dans un vase, les variations dp 
sont nulles, et l'équation a lieu elle-même; mais si une partie 
de la surface était libre, il faudrait que lélasticité e y fût nulle; au- 
trement le fluide n’étant pas contenu se dissiperait. 


8. L’élasticité £, dans l'atmosphère, est proportionnelle à Ja hau- 
teur du baromètre, que nous désignerons par 4. Soit Z la force 
de la pesanteur; prenons l’ordonnée z perpendiculaire à la surface 
de la terre et dirigée de bas en haut; l'équation de l’article 5 de viendra 

dl Zdz 
m F -+ Fg = 0, 
laquelle donne par l'intégration , en prenant 77 pour la hauteur du 
-baromètre lorsque z= o , 


Aaf AE 
M i a D ? 


l'intégrale étant supposée commencer au point où z=0. 

On voit par là que le logarithme du rapport des hauteurs du baro- 
mètre ne donne rigoureusement qu’une quantité proportionnelle à la 
valeur de l'intégrale [ se comprise entre Jes hauteurs des deux 
stations; et que pour en déduire la différence de hauteur des stations, 
il faut supposer connue la loi de Ja chaleur 8 en fonction de z. 


9. On sait que la pesanteur décroit en raison inverse du carré 
de la distance au centre de la terre. Donc prenant r pour le rayon 
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de la terre, et supposant que z soient les hauteurs. verticales au~- 


dessus de la surface de la terre, on a Z = Ç C4 g étant la 
r 1 -+-+ 


gravité à la surface de la terre; et de la Zdz = g dae 
(+5) 


$ zZ H dx 
en faisant s= —— ; de sorte qu'on aura ml.+=g ofi y> etla 
1 _ 
TE 


difficulté se réduit à avoir 8 en fonction de x. 


=gdx, 


10. En supposant 0 ‘constante, et faisant, pour abréger, "K, 
on trouvera 


s= K1} =K (LH =h), 


et l'on aura la valeur de z par la formule z= —=. 


em 


Si on néglige le terme z, qui est toujours insensible pour les 


hauteurs z qui ne sont pas très-grandes, on a simplement =w, 
ce qui donne la règle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le 
baromètre. 

Le coefficient K doit être déterminé par ľobservation. M. Deluc 
avait trouvé,- pour la température uniforme de 16°? du thermo- 
mètre de Réaumur, ce coefficient == 10000, en prenant les loga- 
rithmes des tables et les hauteurs en toises. Pour les autres tem- 
pératures , il augmentait ou le diminuait de sa 215™° partie, pour 
chaque degré au-dessus ou au-dessous de 16°$, et pour les tem- 
pératures variables d’une station à l'autre, il se contentait de 
prendre la moyenne arithmétique entre lestempératures des deux 
stations. Depuis on a perfectionné cette règle par des données plus 
exactes, et par de nouvelles corrections appliquées au coeficient X. 


11. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, lamoyenne 
arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d'air, 
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on suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique, 
Pour voir ce que cette hypothèse donne, on fera 0—@(1 — nc), 
ou plutôt 8 —@(1—nx), pour simplifier les calculs, © étant la 
température lorsque x= o0. Substituant cette valeur dans : la for- 


mule =; intégrant, et remettant ensuite pour z sa valeur tirée 
de Péquation précédente, on aura 
2e SUR Tiai T+TI+E 
=} Q AE AEE = — ete. Ja 
en faisant O= k-+T, O= k-+ż, et prenant & pour une tempé- 
rature fixe, et 7', t pour les degrés du thermomètre au-dessus de 
cette température. 

La formule de l'article g donnera ainsi, en faisant Z Pr ET à et 


— 


8 


ne poussant approximation que jusqu'aux secondes dimensions 
de. T. et t; 
Seatin (T— i) 
BAG T TLF 
Les deux prémiers termes répondent à la règle de Dduc, et'le 
troisième sera presque toujours insensible. 
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SECONDE PARTIE. 
Lun LA DYNAMIQUE. 


& PREMIERE SECTION. 


Sur les différens principes de la Dynamique. 


| 
La Dynamique est la science des forces accélératrices ouretar- 
datrices, et des mouveméns variés qu’elles doivent produire. Cette 
science ‘est due entièrement aux modernes, et Galilée est celui qui 
en a jeté les premiers fondemens. Avant lui on n’avait considéré 
les forces qui agissent sur les corps que dans l'état d'équilibre; et 
quoiqu'on-ne püt attribuer l'accélération des corps-pesans, et -le 
mouvement curviligne des projectiles qu’à l'action constante de ‘la 
gravité, personne n’avait encore réussi à déterminer les lois de ces 
phénomènes journaliers , d’après une cause si simple. Galilée a fait 
le premier ce pas important, et a ouvert par là une carrière nou- 
velle et immense à l'avancement de la Mécanique. Cette découverte 
est exposée et développée dans l'ouvrage intitulé : Discorsi e dimos- 
trazioni matematiche intorno-a due nuove scienze, lequel parut pour 
la première fois à Leyde, en 1658. Elle ne procura pas à Galilée, 
de son vivant, autant de célébrité que celles qu'il avait faites dans 
le ciel; mais elle fait aujourd’hui la partie la plus solide et la plus 
réelle de la gloire de ce grand homme: | 
Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus ; 
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des taches du Soleil, etc. ne demandaient que des télescopes et de 
l'assiduité; mais il fallait-un génie -extraordinaire pour déméler les 
lois de la nature dans des phénomènes que l’on avait toujours eus 
sous les yeux, mais dont lexplication avait néanmoins toujours 
échappé aux recherches des philosophes. 

Huyghens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et com- 
pléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de 
l'accélération des graves celles du mouvement des pendules et des 
forces centrifuges, et prépara ainsi la route à la grande découverte 
de la gravitation universelle. La Mécanique devint une science nou- 
velle entre les mains de Newton , et ses Principes Mathématiques , 
qui parurent pour la première fois en 1687 , furent l’époque de cette 
révolution. 

Enfin l'invention du calcul AANE aT mit te Res en état 
de réduire à des équations analytiques les lois du mouvement des 
corps; et la recherche des forces et des mouverens qui en résultent, 
est: devenue depuis le principal objet de leurs travaux. 

«Je me suis proposé ici.de leur offrir un nouveau moyen de fa- 
ciliter cetté recherche ; mais auparavant il ne sera pas inutile d’ex- 
poser les principes qui servent de fondement à la Dynamique, et 
de présenter la suite et la gradation des idées qui ont le plus con- 
tribué à étendre et à perfectionner cette Science. 


1: La théorie des mouvemens variés et des forces accélératrices 
qui les produisent, est fondée sur ces lois générales: que tout mou- 
vement imprimé à un corps, est par sa nature uniforme et recti- 
ligne, et que-différens mouvemens imprimés à-la-fois ou successi- 
vement à run même corps; se-composent de manière que le corps 
se trouve à chaque instant dans le même point de l’espace où il 
devrait sé trouver en effet par la combinaison de cs mouvemens, 
s'ils existaient chacun réellement et séparément dans le corps. C’est 
dans ces deux lois que consistent les principes connus de la force 
d'inertie et du mouvement composé. Galilée a apperçu le premier 
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ces deux principes, et en a déduit les lois du mouvement des 
projectiles, en composant le mouvement oblique, effet de limpul- 
sion communiquée au corps;:avecsa chute perpendiculaire due à 
l'action de la gravité. 

A l'égard des lois de l'accélération des graves, elles se déduisent 
naturellement de Ja: considération de l’action constante et uniforme 
de la gravité, eu vertu de laquelle les corps recevant dans des 
instans égaux des degrés égaux de vitesse suivant la même direc- 
tion, la vitesse totale acquise au bout d'un temps quelconque, doit 
être proportionnelle à ce temps; et il est clair que ce rapport 
constant des vitesses au temps, doit être lui-même proportionnel à 
l'intensité de la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps ; 
de sorte que dans le mouvement sur des plans inclinés, ce rapport 
ne doit pas: être proportionnel à la force absolue de la gravité, 
comme dans le mouvement vertical, mais à sa force relative, 
laquelle dépend de inclinaison: duplan, et.se détermine parles 
règles de, la Stalique;.ce qui fournit un moyen facile.de comparer 
entre eux les mouyemens-des corps qu descendent.sur des plans 
différemment inclinés. : 

Cependant il ne parait pas que Galilée ait découvert de cette 
manière les lois de la chute des corps pesans. Il-a commencé , 
au contraire, par supposer la notion d’un mouvement uniformément 
accéléré, dans lequel les vitesses croissent: comme les temps; il en 
a déduit géométriquement les principales propriétés de cette es- 
pèce de mouvement, et surtout la loi de l'accroissement des espaces 
en raison des carrés des Lemps; ensuite il s’est assuré, par des 
expériences, que-cette loi a lieu effectivement dans le:mouvement des 
corps qui tombent verticalement ou sur des plans quelconques incli- 
nés, Mais pour-pouvoir comparer entre eux les mouvemens sur diffé- 
rens plans inclinés, il a été obligé d’abord d'admettre ce principe pré- 
caire, que les vitesses acquises en descendant de hauteurs verticales 
égales, sont aussi toujours égales; etce west que peu avant sa mort, et 
après la publication de ses Dialogues, qu'il a trouvé la démonstra- 
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tion dece principe, par la considération de l’action relative de la 
gravité sur les plans inclinés; démonstration qui: a été ensuite insé- 
rée dans les autres éditions de cet Ouvrage. 


2. Le rapport constant qui dans les mouvemens uniformément 
accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps ;'ou entre 
les espaces et les‘carrés des temps; peut donc être pris pour la 
mesure de la forée’accélératrice qui agit continuellément sur le mio- 
bile; parce qu'en effet cette force ne peut être estimée que: par 
Jeffèt qu'elle produit dans le corps, et qui consiste dans les vitesses 
engendrées, ou dans les espaces parcourus dans des temps donnés. 

“Ainsi il suffit, pour cett estimation des forces, de considérer le 
mouvement produit dans un temps quelconque , fini ou infiniment 
petit; pourvu que la force soit regardée comme (constante pendant 
ce-temps; par conséquent, quel que soit le mouvement du corps 
et la loi de sont accélérâtion, comme ‘par la nature du calcul diffé- 
rentiel; on peut regarder ‘comme constante, pendant | un temps 
infiniment petit, l’action de toute force accélératrice, on pourra tóu- 
jours déterminer la valeur de la force qui agit sur le corps à chaque 
` instant, en comparant la vitesse engendrée dans cet instant avec la 
durée: du même instant, ou l’espace qu’elle fait parcourir pendant 
le mêmetnstant avec le carré de la durée de cet instant; et il mest 
pas même nécessaire que cet espace ait été réellement parcouru par 
le corps, il suffit qu'il puisse être censé avoir été parcouru par un 
mouvement composé, puisque l'effet de la force est le même dans Pun 
et dans l’autre cas, par les principes du mouvémentexposés plus haut. 

C’est ainsi qu'Huyghens a trouvé que les forces centrifuges des : 
corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes, sônt 
comme les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, 
et qu'il a pu comparer ces forces avec la force de la pesanteur à la 
surface de la térre, comme on le voit par les démonstrations" qu’il 
a laissées de ses théorèmes sur la force centrifuge publiés en 1673 
a la fin du Traité intulé ÆZorologium oscillatorium, 

En 
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En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des 
développées, dont Huyghens est aussi l’auteur, et qui réduit à des 
arcs dè cercle chaque portion infiniment petite d’une-courbe quel- 
conque, il lui était facile de l’étendre à toutes les courbes. Mais il 
était réservé à Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la 
science des mouvemens variés et des forces accélératrices qui peuvent 
les engendrer. Cette science ne consiste maintenant quedans quelques 
formules différentielles très-simples; mais Newton a constamment 
fait usage de la méthode géométrique simplifiée par la considération 
des premières et dernières raisons, et s’il s’est quelquefois servi du 
calcul analytique, c’est uniquement la méthode des séries qu'il 
a employée, laquelle doit être distinguée de la méthode différen- 
tielle, quoiqu'il soit facile de les rapprocher et de les rappeler à un 
même principe. | 

Les géomètres qui ont traité, après Newton, la théorie des forces 
accélérattices, se sont presque tous contentés de généraliser ses 
théorèmes, et de les traduire en expressions différentielles. De là les 
différentes formules des forces centrales qu’on trouve dans plusieurs 
ouvrages de, Mécanique, mais dont on ne fait plus guère usage, 
parce qu'elles ne s'appliquent qu'aux courbes qu’on suppose dé- 
crites en vertu d’une force unique tendante vers un centre, et qu’on 
a maintenant des formules générales pour déterminer les mouve- 
mens produits par des forces quelconques, : 


3. Si on conçoit que le mouvement d’un corps et les forces qui 
Je sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpen- 
diculaires entre elles, on pourra considérer séparément les mouve- 
mens et les forces relatives à chacune de ces trois directions. Car 
à cause de la perpendicularité des directions, il est visible que cha- 
cun de cès mouvemens partiels peut être regardé comme indépen- 
dant des deux autres, et qu'il ne peut recevoir d’altération que de 
la part de la force qui agit dans la direction de ce mouvement; 
d'où Pon peut concluré que ces trois mouvémens doivent suivre, 

Méc. anal, Tome I, 29 
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chacun en particulier, les lois des mouvemens rectilignes accélérés 
ou retardés par des forces données. Or dans le mouvement recti- 
ligne, l'effet de la force accélératrice ne consistant qu'à altérer la 
vitesse du corps, cette force doit être mesurée par le rapport entre 
l'accroissement ou le décroissement de la vitesse pendant un ins- 
tant quelconque, et la durée de cet instant, c'est-à-dire, par la 
différentielle de la vitesse divisée par celle du temps; et comme la 
vitesse elle-même est exprimée dans les mouvemens variés, par la 
différentielle de l'espace, divisée par celle du temps , il s'ensuit que: 
la force dont il s’agit sera mesurée par la différentielle seconde de 
l'espace, divisée par le carré de la différentielle première du temps 
supposée constante, Donc aussi la différentielle seconde de l’espace 
que le corps parcourt ou est censé parcourir suivant chacune des 
trois directions perpendiculaires , divisée par le carré de la diffé- 
rentielle constante du temps, exprimera la force accélératrice dont 
le corps doit étre animé suivant cette même direction, et devra par 
conséquent être égalée à la force actuelle qui est supposée agir dans 
cette direction. C’est ce qui constitue le principe si connu des forces 
accélératrices. A 

Il n’est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rap- 
porte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes , 
il suffit qu’elles le soient pendant la durée d’un instant, Ainsi dans 
les mouvemens en ligne courbe, on peut prendre à chaque instant 
ces directions, l’une dans la tangente, et les deux autres dans les 
perpendiculaires à la courbe, Alors la force accélératrice qui agit ` 
suivant la tangente, et qu’on nomme force tangentielle ; seratoute 
employée à altérer la vitesse absolue du corps, et sera exprimée 
par l'élément de cette vitesse divisée par l'élément du temps, 

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la di- 
rection du corps, et dépendront de la courbure de la ligne qu'il dé, 
crit. En réduisant les forces normales à une seule, cette force 
composée doit se trouver dans le plan de la courbure, et être ex= 
primée par le carré de la vitesse divisé par le rayon osculateur, 
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puisque à chaque instant le corps peut être regardé comme mu dans 
le cercle osculateur. 

C’est ainsi qu'on a trouvé les formules connues des forces tän- 
gentielles et des forces normales, dont on s’est servi long-temps 
pour résoudre les problèmes sur le mouvement des corps animés 
par des forces données. La Mécanique d'Euler, qui a paru en 1756, 
et qu'on doit regarder comme le premier grand ouvrage où l'Analyse 
ait été appliquée, à la science du mouvement, est encore toute fon- 
dée sur ces formules; mais on les a presque abandonnées depuis, 
parce qu'on a trouvé une manière plus simple d'exprimer l'effet 
des forces accélératrices sur le mouvement des corps. 

Elle consiste à rapporter le mouvement du corps, et les forces 
qui le sollicitent, à des directions fixes dans l'espace. Alors en em- 
ployant pour déterminer le lieu du corps dans l’espace, trois coor- 
données rectangles qui aient ces mêmes directions, les variations 
_ de ces coordonnées représenteront évidemment les espaces parcou- 

rus par le corps suivant les directions de ces coordonnées; par 
conséquent leurs différentielles secondes, divisées par le carré de Ja 
différentielle constante du temps, exprimeront les forces accéléra- 
trices qui doivent agir suivant ces mêmes coordonnées; ainsi en 
égalant ces expressions à celles des forces données par la nature du 
problème, on aura trois équations semblables qui serviront à dé- 
terminer toutes les circonstances du mouvement. Cette manière 
d'établir les équations du mouvement d’un corps animé par des 
forces quelconques , en le réduisant à des mouvemens rectilignes, 
est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; elle aurait dů 
se présenter d’abord, mais il paraît que Maclaurin est le premier qui 
Pait employée dans son Traité des Fluxions , qui a paru en anglais 
en 1742; elle est maintenant universellement adoptée. 


4. Par les principes qui viennent d'être exposés, on peut donc 
déterminer les lois du mouvement d'un corps libre, sollicité par 
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des forces quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme 
un point. 

On peut aussi appliquer ces principes à la recherche du mouve- 
ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une 
attraction mutuelle, suivant une loi qui soit comme une fonction 
connue des distances; enfin il west pas difficile de les étendre aux 
mouvemens dans des milieux résistans , ainsi qu'à ceux qui se font 
sur des surfaces courbes données ; car la résistance du milieu n’est 
autre chose qu’une force qui agit dans une direction opposée à celle 
du mobile; et lorsqu'un corps est forcé de se mouvoir sur une 
surface donnée, il y a nécessairement une force perpendiculaire à 
Ja surface qui ly retient, et dont la valeur inconnue peut se dé- 
terminer d’après les conditions qui résultent de la nature de la 
même surface. 

Mais si on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent 
les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédia- 
tement comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou 
de leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général 
par quelqu'autre moyen que ce soit, alors la question est d'un 
ordre plus élevé, et les principes précédens sont insuffisans pour la 
résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont incon- 
nues, et il faut déduire ces forces de l’action que les corps doivent. 
exercer entre eux, suivant leur disposition mutuelle. Il est donc 
nécessaire d’avoir recours à un nouveau principe qui serve à dé- 
terminer la force des corps en mouvement, eu égard à leur masse 
et à leur vitesse. 


5. Ce principe consiste en ce que; pour imprimet à une masse 
donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit 
que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force 
dont la valeur soit proportionnelle au produit de la masse par la 
vitesse, et dont la direction soit la même que celle de cette vitesse. 
Ce produit de la masse d’un corps multipliée par sa vitesse, sap- 
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pelle communément la quantité de mouvement de ce corps, parce 
qu’en effet c’est la somme des mouvemens de toutes les parties ma- 
térielles du corps. Aïnsi les forces se mesurent par les quantités 
de mouvement qu’elles sont capables de produire, et réciproque- 
ment la quantité de mouvement d’un corps est la mesure de Ja 
force que le corps est capable d'exercer contre un obstacle, et qui 
s'appelle la percussion. D'où il s’ensuit que si deux corps non élas- 
tiques viennent à se choquer directement en sens contraire avec 
des quantités de mouvement égales , leurs forces doivent se contre- 
balancer et se détruire , par conséquent les corps doivent s'arrêter 
et demeurer en repos. Mais si le choc se faisait par le moyen d’un 
levier, il faudrait pour la destruction du mouvement des corps, 
que leurs forces suivissent la loi connue de l'équilibre du levier. 

Il paraît que Descartes a apperçu le premier le principe que nous 
venons d'exposer, mais il s’est trompé dans son application au 
choc des corps, pour avoir cru que la même quantité de mouve- 
ment absolu devait toujours se conserver. 

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce 
principe, et qui s’en soit servi avec succès pour découvrir les lois 
de la communication du mouvement dans le choc des corps durs 
ou élastiques, comme on le voit dans les Transactions Philosophiques 
de 2668 , et dans la troisième partie de son Traité de Motu; im- 
primé en 1671. 

De même que le produit de la masse et de Ia vitesse exprime 
la force finie d’un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse 
et de Ja force accélératrice que nous avons vu être représentée par 
l'élément de la vitesse divisé par l'élément du temps, exprimera la 
force élémentaire ou naissante; et cette quantité, si on la considère 
comme la mesure de l’effort que le corps peut faire en vertu de 
la vitesse élémentaire qu’il a prise, ou qu’il tend à prendre, cons- 
titue ce qu'on nomme pression; mais si on la regarde comme Ja 
mesure de la force ou puissance nécessaire pour imprimer cette 
même vitesse, elle est alors ce qu'on nomme force motrice. Ainsi 
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des pressions, ou des forces motrices, se détruiront ou se feront 
équilibre si elles sont. égales et directement opposées, ou si étant 
appliquées à une machine quelconque, elles suivent, les lois de Pé- 
quitte de cette machine. | 


6. Lorsque des” corps sont joints ensemble, de manière qu'ils ne 
puissent obéir librement aux impulsions reçues, et aux forces ac- 
célératrices dont ils sont animés, cés corps exercent nécessairement 
les uns sur les autres des pressions continuelles qui altèrent leurs 
mouvemens, et en rendent la détermination difficile. | 

Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les 
géomètres, se soient occupés, est celui dù centre d'oscillation. Ce 
problème a été fameux au commencement du siècle dernier et 
même dés le milieu du précédent, par les efforts et les tentatives 
que les plus grands géomètres ont faits pour en venir à bout; et 
comme c’est principalement à ces tentatives qu’on doit les progrès 
immenses que la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en don- 
ner ici une histoire succincte, pour montrer par quels degrés cette 
science s’est élevée à la perfection où’elle paraît être parvenue dans 
ces derniers temps. 

Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des re- 
cherches sur le centre d’oscillation. On y voit que Mersenne avait 
proposé aux géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir 
un corps de figure quelconque, pour qu’étant suspendu par un point, 
il fasse ses oscillations dans le même temps qu'un fil de longueur 
donnée , et chargé d’un seul poids à son extrémité. Descartes ob- 

-serye que cette question a quelque rapport avec celle du centre de 
gravité, et que de même que dans un corps pesant qui tombe libre- 
ment, il y a un centre de gravité autour duquel les efforts de Ja 
pesanteur de toutes les parties du corps se font équilibre, ensorte 
que ce centre descend de la même manière que si le reste du corps 
était anéanti, ou qu'il fût concentré dans le même centre; ainsi 
dans les corps pesans qui tournent autour d’un axe fixe, il doit y 
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aävoir-unucentre, qu'il: appelle centré agitation; autour duquel les 
forces d’agitation de toutes les parties du corps se contrebalancent, 
dé manière que ce: centrerétant libre de l'action de ces forces, 
puisse être mu comme il le serait -si les autres parties du corps 
étaient anéanties, ou concentrées dans ce même centre; que par 
conséquent tous les corps dans lesquels ce centre sera également 
éloigné: de laxe de rotation, feront ‘leur vibration dans le même 
temps: ge 

D’après cette notion du centre d'agitation, Descartes donne une 
méthode générale. de le déterminer dans les corps de figure quel- 
conque; cette méthode consiste à chercher: le centre: de gravité des 
forces d’agitation de toutes les parties du corps, en estimant ces 
forces par les produits des masses multipliées par les vitesses qui 
sont ici proportionnelles aux distances de l'axe de rotation, et en 
supposant que les parties du corps soient projetées: sur le plan qui 
passe par son centre de gravité.et par l'axe de rotation, de maniere 
qu’elles conservent leurs distances à cet axe. 

Cette solution de Descartes devint un sujet de céntbsfatibn entre 
lui et Roberval. Celui-ci prétendait qu’elle n’était bonne que lorsque 
toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent être censées 
placées dans un même plan passant par axe de rotation, que dans 
tous les autres cas il ne fallait considérer que les mouvemens per- 
pendiculaires au plan passant par laxe de rotation et par le centre 
de gravité du corps, et qu'on devait rapporter chaque particule 
au :point où ceplan est rencontré, par-la directionidu mouvement . 
de cette particule, direction qui ' est toujours perpendiculaire au 
plan mené par cette particule et':par Paxe de rotation. Mais il.est 
facile del prouver que; par rapport à l'axe de rotation, les momens 
des forces estimées de cette manière sont toujours égaux à ceux 
des forces-estimées ‘suivant la méthode de Descartes. 

Roberval prétendit, avec plus de ‘fondement, que Descartes 
m'avait cherché, que lecentre de «percussion, autour duquel 
les ‘chocs où les:momens! de percussion sont égaux, et que 
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pour trouver le vrai centre oscillation d’un pendule pesant, il 
fallait aussi avoir égard à l’action de la gravité, en vertu de laquelle 
le pendule se meut. Mais cette recherche étant supérieure à la 
Mécanique de ces temps-là, les géomètres continuèrent à supposer 
tacitement que le centre de percussion était le même que celui 
oscillation; et Huyghens fut le premier qui envisagea ce dernier 
centre sous son vrai point de vue; aussi crut-il devoir regarder ce 
problème comme entièrement neuf, et ne pouvant le résoudre par 
les lois connues du mouvement, il inventa un principe nouvéau , 
mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis, sous le nom de 
conservation des: forces vives. 


7. Un fil considéré comme ‘une ligne inflexiblé, sans pesanteur 
et sans.masse , étant attaché par un bout à un point fixe, et chargé 
à l’autre bout d’un petit poids qu'on puisse regarder comme ré- 
duit à un point, forme ce qu’on appelle un pendule simple ; et la 
loi des vibrations de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, 
c’est-à-dire, de la distance ‘entre le poids et le point de suspension. 
Mais si à çe fil on attache encore un ou plusieurs poids à diffé- 
rentes distances du point de suspension, on aura alors un pendule 
composé, dont le mouvement devra tenir une espèce de milieu 
entre ceux des différens pendules simples que l’on aurait, si cha 
cun de ces poids était suspendu seul au fil. Car la force de la gra- 
vité tendant d’un côté à faire descendre tous les poids également 
dans le même temps, et de lautre linflexibilité du fil les contrai- 
gnant à décrire dans ce même temps des arcs inégaux et propor- 
tionnels à leur distance du point de suspension, il doit se: faire 
entre ces poids une: espece de compensation et de répartition de 
leurs mouvemens, ensorte que’les-poids qui sont les plus proches 
du point de suspension, hâteront les vibrations des plus: éloignés! 
et ceux-ci, au contraire; retarderont les vibrations des premiers. 
Ainsi il yaura dans le filun point où un corps étant placé, son 
mouvement ne serait niaccéléré, ni retardé par les autres:poids; 

mais 
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mais serait le même que s’il était seul suspendu au fil- Ce;point sera 
done le vrai centre d’oscillation du" pendule «composé, et un; tel 
centre doit se trouver aussi dans tout corps solide de quelque figure 
que ce soit, qui oscille autour d’un axe horizontal, i I 

Mu vit qu’on ne pouvait déterminer ce centre d'une ma- 
nière rigoureuse, sans connaître. la loi suivant laquelle les différens 
poids du pendule composé 'altèrent mutuellement les mouyemens 
que la gravité tend à leur imprimer. à chaque instant; mais au lieu 
de chercher à déduire cette loi des principes fondamentaux, de:la 
Mécanique, il se contenta d'y suppléer: par un: principesindirect; 
lequel consiste à supposer que, si plusieurs: poids attachés, come 
l'on voudra, à un pendule; descendent par Ja seule action: dela gras 
vité, et que dans un instant quelconque.ils-soient détachés !et:sé- 
parés les uns des autres, chacun d'eux, en vertu de la vitesse 
acquise pendant sa chute, pourra remonter à une telle; hauteur ; 
que. le, centre commun, de gravité, se trouvera. remonté. à, la 
même hauteur d’où il!était, descendu. À la vérité. Huyghens : ip éla- 
blit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit de deux hy- 
pothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes, de; 
Mécanique ; Pune , c’est que le:centre:de gravité d’un système, de; 
corps pesans ne peut jamais remonter à une hautenr-plus grande, 
que celle, d'ou il,est tombé, quelque! changement qu'on fasse, à la 
disposition mutuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement 
perpétuel neserait plus impossible; l'autre, c’est qu’un pendule com- 
posé peut toujours remonter de lui-même à,la même hauteur d'où 
il est descendu librement, Au reste, Huyghens, remarque que; le, 
même principe à lieu: dans, le mouyement. des corps pesans! liés, 
ensemble d’une manière. quelconque ,. comme aussi.dans lermouve- 
ment, des fluides, | 

On ne saurait deviner ce qui.a,@onné.à cet auteur, l'idée d'un, 
tel principe; mais on peut conjecturer qu'il y a, été. conduit par le. 
théorème que Galilée ‘avait démontré sur la chute des, corps pesans, 
lesquels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans in- 

Méc. anal. Tome I. 30 
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clinés, acquièrent toujours des vitesses capables deles faire remonter 
aux mémes hauteurs d’où ils étaient tombés. Ce théorème généralisé 
et:appliqué an centre de gravité d’unsystème de corps pesans, donne 
le principe d’Huyghens. 

Quoi qu'ilen soit, ce principe fournit une équation entre la hau- 
teur verticale, d’où! le centre de gravité du système est descendu 
dans: unctemps quelconque, et les différentes hauteurs verticales 
auxquelles: les! corps quicomposent le système pourraient ‘remon: 
tér avec leurs vitesses acquises, et qui par les théorèmes de Galilée 
sôntéomme lesrcarrés:de ces vitesses. Or dans un pendule qui o5- 
cille autour d’un axe horizontal, les vitesses des différens points 
sont proportionnelles à leurs distances de Paxe; ainsi .on’peut ré- 
duire l'équation à deux seules”inconnues, dont l'une soit la descente 
du-centre dergravité da pendule dans un temps quelconque, et dont 
L'autre sõit la hauteur à laquelle uni point donné de ce pendule pour- 
rait: remonter par sa vitesse acquise, Mais la descente du centre de 
gravité détermiie celle de out'autre point du pendule ;! donc” on 
aura une équation entre la hauteur d’où un'point quelconque du 
péndule est’ descendu, et celle à laquélle' il pourrait remonter "par 
sa) vitesse, due à cette chute: Dans le centre d'oscillation, ces 
deux hautéurg doivent être égales, parce que les corps libres peuvent 
toujours remonter à la même hauteur d’où ils sont tombés; et l'équa- 
tionifait voir ‘qué cette égalité ne peut avoir lieu que dans un point 
dé’ la lignes perpendiculaire ‘à l'axe de rotation, et passant par le 
centre1de! gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axe de la 
quantité qu provient en multipliant tous les poids’ qui composent le 
pendule; par Tes carrés de leurs distances à l'axe, et divisant la 
somiié de cés/prodüits par la masse du pendule multipliée par Ja 
distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité ex- 
primera donc la longueur d’un pendule simple, dont le HROUYERIENt 
serait égal A celui du pendüle compôsé. 

Cette théorie d'Hüyghéns est exposée dans l’Æorologium oscill- 
torium; ét elle y est accompagnée d’un grand nombre de savantes 
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applications. Elle waurait rien laissé à desirer, si elle n'avait pas été, 
appuyée sur un principe précaire; et il réstait toujours. à démontrer, 
ce principe pour la mettre hors de toute attéinte, 

En 1681 parurent, dans le Journal. des Savans de Paris, irtis 
mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huyghens ne 
répondit que d’une manière vague et peu satisfaisante. Mais'cette 
contestation ayant excité l'attention de Jacques Bernoulli, lui. donna 
occasion d'examiner à fond la théorie de Huyghens, et de, chercher 
à la rappeler aux premiers principes de Ja Dynamique. 'Il-ne consi- 
dère d'abord que deux poids égaux attachés à une ligne, inflexible 
et droite, et il remarque que la vitesse que le premiér poids, 
celui qui est le plus près du point de: suspension, acqüiert en 
décrivant un arc quelconque, doit être moindre qué celle-q'il aurait 
acquise en décrivant librement le même arc; ét qu’en même temps 
la vitesse acquise par l’autre poids, doit être plus grande que celle 
qu’il aurait acquise en parcourant le même arc librement: La :vi- 
tesse perdue par le premier poids s’est: donc. communiquée au 
second, et comme cette! communication se fait par le moyen d’un 
levier mobile autour d’un point fixe, elle doit suivre la loi de J’équi- 
libre des puissances appliquées à ce levier ; de manière que la perte 
de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du second, dans 
la raison réciproque des bras de levier, c’est-à-dire, des distances 
au point de suspension. De là et dé ce que les vitesses réelles des 
deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe de ces 
distances, on détermine facilement ces vitesses, et par conséquent 
le mouvement du pendule, 


.8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe 
de ce fameux problème. L'idée de rapporter au levier les: forces 
résultantes des vitesses gagnées ou perdues par les poids, est très- 
fine, ét donne la clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli 
s'est trompé, en considérant les ‘vitesses acquises pendant un temps 
quelconque fini, au lieu qu’il n'aurait: dù considérer que les vitesses 
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éléméntaires acquises pendant un instant, et les comparer avec 
cells qué la: gravité ‘tend :à imprimer pendant: le- même ins- 
tant, Cest ce que VHôpital à ‘fait depuis, dans un Écrit inséré 
dans [le Journal ‘de Rotterdam; de 1696: Ib shppose deux: poids 
quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule composé, et 
il établit l'équilibre entre'lés ‘quantités de mouvement perdues et 
gagnées ipar ces poids dans: un ‘instant quelconque, c'est-à-dire, 
éntreles différences des Œuantités de mouvement que les poids ac- 
quièrent réellement dans cetinstant, et celles que la gravité tend 
à leur imprimer T détermine par ce moyen le rapport de l’accé- 
lération "instantanée ‘de chaque poids à celle que la gravité seule 
tendià lui donner, etil trouve le centre d’oscillation én cherchant 
léspoint'du pendule pour lequel ces deux accélérationsseraient égales. 
Ibétend-ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids; mais 
il regarde pour cela les premiers comme réunis successivement dans 
leur centre d’oscillation, ce qui west plus si direct, ni ne peut 
être admis sans démonstration. 

Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la sienne , et donna 
enfin lieu àla première solution directe et rigoureuse du problème 
des centres d’oscillation, solution qui mérite d'autant plus l'attention 
des géomètres, qu'elle contient le germe de ce principe de Dyna- 
mique, qui est devenu si fécond entre les mains de d'Alembert. 

L'auteur considère ensemble les mouvemens que la gravitéimprime 
à chaqué instant aux corps qui composent le pendule, et comme ces 
corps, à cause de leur liaison; ne peuvent les suivre, il conçoit les 
mouvemens qu'ils doivent prendre, comme composés des mouve- 
mens imprimés et d’autres mouyemens ajoutés ou retranchés qui 
doivènt:sè contre-balancér ; èt èn ‘vertu desquels le pendule doit 
demeurer en équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux 
principes de la Statique, et ne demande plus que le secours de 
l'analyse. Jacques Bernoulli trouva par ce moyen des formules: gé- 
nérales pour les,centres d’oscillation dés corps de figure quelconque, 
en fit voir l'accord avec le principe de Huyghens, et démontra Viden- 
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tité des centres ďoscillation et de percussion. Cette solution avait été 
ébauchée dès 1691, dans les Actes de Leipsic; mais elle n’a été donnée 


d'une manière complète qu’en 1705, dans les Mémoires de l’Acadé- 
mie des Sciences de Paris. 


9: Pour ne rien laisser à desirer sur cette histoire du problème 
du centre d'oscillation, je devrais rendre compte dela solu- 
tion que Jean Bernoulli en a donnée ensuite dans les mêmes Mé- 
moires, et qui, ayant été donnée aussi à peu près en même temps 
par Taylor, dans l'ouvrage intitulé : Methodus incrementorum, a 
été l’occasion d’une vive dispute entre ces deux géomètres; mais 
quelque ingénieuse que soit l'idée sur laquelle est fondée cette 
nouvelle solution, et qui consiste à réduire tout d’un coup le pen- 
dule composé en pendule simple, en substituant à ses différens 
poids, d’autres poids réunis dans un seul point, avec des masses 
et des pesanteurs fictives, telles qu’elles produisent les mêmes ac- 
célérations angulaires"et les mêmes momens, par rapport à l'axe de 
rotation, et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale à 
leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette idée 
west ni si naturelle, ni si lumineuse que celle de l'équilibre entre: 
les quantités de mouvement, acquises et perdues. 

On trouve encore dans la PAoromonia d'Herman, publiée en 17:16, 
une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est 
fondée sur cet autre principe, que les forces motrices, dont les: 
poids qui forment le pendule doivent être animés, pour pouvoir être 
mus conjointement, sont équivalentes à eelles qui proviennent de 
l'action de la gravité; ensorte que les premières étant supposées 
dirigées en sens contraire, doivent faire équilibre à ces dernières. 

Ce principe n’est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli, 
présenté d’une manière moins simple, etil est facile de les rappeler 
Pan à l'autre, par les principes de la Statique. Euler Va rendu én- 
suite plus général, et s’en est servi pour déterminer les oscillations 
des corps flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le 
tome VII des anciens Commentaires de Pétersbourg. 
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IL serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique 
qui ont exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre 
d’oscillation, et avant-que lart de les résoudre füt réduit à des 
règles fixes. Ces problèmes que les Bernoulli, Claïraut, Euler se 
proposaient entre eux, se trouvent répandus dans les premiers 
volumes des Mémoires de Pétersbourg et de Berlin, dans les Mé- 
moires de Paris (années 1756 et 1742), dans les Œuvres de 
Jean Bernoulli, et dans les Opuscules d’Euler. Ils consistent à dé- 
terminer les mouvemens de plusieurs corps pesans où non. qui se 
poussent ou se tirent par des fils ou des leviers inflexibles où ils sont 
fixement attachés, ou le long desquels ils peuvent couler librement, 
et qui ayant reçu des impulsions quelconques, sont ensuite aban- 
donnés à eux-mêmes, où contraints de se mouvoir sur des courbes 
ou des surfaces données, 

Le principe de Huyghens était presque toujours employé dans 
Ja solution de ces problèmes; mais comme ce principe ne donne 
qu’une seule équation, on cherchait les autres par la considération 
des forces inconnues avec lesquelles on concevait que les corps 
dévaient se pousser ou se tirer, et qu'on regardait comme des 
forces élastiques agissant également en sens contraire; l'emploi de 
ces forces dispensait d’avoir égard à la liaison des corps, et per- 
mettait de faire usage des lois du mouvement des corps libres; 
ensuite les conditions qui, par la nature du problème , devaient 
avoir lieu entre les mouvemens des différens corps, servaient à 
déterminer les forces inconnues qu'on avait introduites dans le cal- 
cul. Mais il fallait toujours une adresse particulière pour démêler 
dans chaque problème toutes les forces auxquelles il était néces - 
saire d’avoir égard, ce qui rendait ces problèmes piquans et propres 
à exciter l'émulation. 


. 10. Le Traité de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1745, 
mit fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et gé- 
nérale pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous 
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les problèmes de Dynamique que Pon peut imaginer. Cette mé- 
thode réduit toutes les lois du mouvement des corps à celles de 
leur équilibre, et ramène ainsi la Dynamique à la Statique. Nous 
avons déjà remarqué que le principe employé par Jacques Bernoulli 
dans la recherche du centre d'oscillation, avait l'avantage de faire 
dépendre cette recherche des conditions de l'équilibre du levier ; 
mais il était réservé à d'Alembert d'envisager ce principe d’une 
manière générale, et de lui donner toute la simplicité et la fé- 
condité dont il pouvait être susceptible. 

Si on imprime à plusieurs corps des mouvemens qu'ils soient 
forcés de changer à cause de leur action mutuelle, il ést clair 
qu’on peut regarder ces mouvemens comme composés de ceux 
que les corps prendront réellement, ét d’autres mouvemens qui 
sont détruits ; d’où il suit que ces dé niers doivent être tels , que 
les corps animés de ces seuls mouvemens se fassent équilibre, 

Tel est le principe que d'Alembert a donné dans son Traité de 
Dynamique, et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs pro- 
blèmes , et surtout dans celui de la précession des équinoxes. Ce 
principe ne fournit pas immédiatement les équations nécessaires 
pour la solution des problèmes de Dynamique, mais il apprend à 
les déduire des conditions de l'équilibre. Ainsi én combinant ce 
principe avec les principes ordinaires de l'équilibre du levier, ou de 
la composition des forces, on peut toujours trouver les équations 
de chaque problème; mais Ja difficulté de déterminer les forces qui 
doivent être détruites, ainsi que les lois de l'équilibre entre ces 
forces, rend souvent l'application de ce principe embarrassante et 
pénible; et les solutions qui en résultent sont presque toujours 
plus compliquées que si elles étaient déduites de principes moins 
simples et moins directs, comme on peut s’en convaincre par la 


seconde partie du même Traité de Dynamique (*). 
mm CO PROS CARE LE a NN DERSRRES 

() Ce qui contribue encore à compliquer ces solutions, c'est que l'auteur 
veut éviter de faire les dt, ou élémens du temps, constans; comme il en ayer- 
tit lui-même (art. 94). ! 
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11. Si on voulait éviter les décompositions de mouvemens què 
ce principe exige, il n’y aurait qu’à, établir tout de suite l’équi- 
libre entre les forces et les mouvemens engendrés, mais pris dans 
des directions contraires. Car si on imagine qu’on imprime à chaque 
corps, en sens contraire, le mouvement qu’il doit prendre, il est 
clair que le système sera réduit au repos; par conséquent il faudra 
que ces mouvemens détruisent ceux que les corps avaient reçus et 
qu'ils auraient suivis sans leur, action mutuelle; ainsi il doit y avoir 
équilibre entre tous ces mouvemens, ou entre les forces qui peuvent 
les produire. 

Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de 
la Statique, est à la vérité moins directe que celle qui résulte du 
principe de d’Alembert, mais elle offre plus: de simplicité dans 
les applications ; êlle revient à celle d'Herman et d’Euler qui l'a em- 
ployée dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécanique, et 
on la trouve dans quelques Traités de Mécanique, sous le nom 
de Principe de d’ Alembert, 


12. Dans la première partie de cet Ouvrage, nous avons réduit 
toute la Statique à une seule formule générale qui donne les lois 
de l'équilibre d’un système quelconque de corps tiré par tant de 
forces qu’on voudra. On pourra donc aussi réduire à une formule 
générale toute la Dynamique; car pour appliquer au mouvement 
d'un système de corps la formule de son équilibre, il suffira d'y 
introduire les forces qui proviennent des variations dumouvement de 
chaque corps, et qui doivent être détruites, Le développement de cette 
formule, en ayant égard aux conditions dépendantes de la nature 
du système, donnera toutes les équations nécessaires pour la dé- 
termination du mouvement de chaque corps; et il n’y aura plus 
qu’à intégrer ces équations, ce qui est l'affaire de l'analyse. 


15. Un des avantages de la {formule dont il s’agit, est d'offrir 
immédiatement les équations générales qui renferment les principes 
| ou 
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ou théorèmes connus sous les:noms: de Conservation “des forces 
. vives, de Conservation di mouvement du ‘centre de gravité, de 
Conservation. des: momens de rotation, Où Principe! des aires, 
et de Principe de la moindre quantité d'action. Ces principes doivent 
être regardés plutôt comme des résultats généraux des lois de 
la Dynamique, que comme des principes primitifs de cettè science; 
mais, étant, souvent employés comme tels dans: la olution des 
problèmes, nous croyons devoir en parler iici ;: en ‘indiquant en 
quoi ils consistent, et à quels auteurs ils sont dus, pour ne rien 


laisser à desirer dans cette exposition préliminaire des principes 


de la Dynamique. | 


14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation 
des forces vives, a été trouvé par Huyghens, mais sous une forme 
un peu différente de celle qu’on lui donne présentement; et nous 
en avons déjà fait mention à l’occasion du problème des centres 


d’oscillation. Le principe, tel qu'il a été employé dans la solution 


de ce problème, consisté dans l'égalité entre la descente et la montée 
du centre de gravité de plusieurs corps pesans qui descendent con- 
jointement, et qui remontent ensuite séparément, étant réfléchis 
en haut chacun avec là vitesse qu’il avait acquise. Or, par les pro- 
priétés connues du centre de gravité, le chemin parcouru par ce 
centre, dans une direëtion quelconque, est exprimé par la somme 
des produits de la masse de chaque corps , par le chemin qu'il a 
parcouru suivant la même direction, divisée par la somme des 
masses. D’un autre côté, par les théorèmes de Galilée, le chemin 
vertical parcouru par ur corps grave est proportionnel au carré de 
la vitesse qu'il a -acquise en descendant librement, et'avec laquelle 
il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe de Hüuyghens 
se réduit à ce que, dans le mouvemént des corps pesans, la somme 
des produits des masses par les carrés des vitesses à chaque instant, 
est la même, soit que les corps se meuvent conjointement d’une 


manière quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mêmes hau- 
Méc. anal, Tome I. 51 


-> 
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teurs: verticales. C’est aussi ce que Huyghens lui-même a remarqué 
en peu de-mots, dans un pelit Écrit relatifaux méthodes de Jacques - 
Bernoulli.et.de FHôpital, pour les centres d’oscillation. 
Jusques-là ce principe n'avait été regardé que comme un simple 
théorème de Mécanique ;' mais lorsque Jean Bernoulli eut adopté 
Ja distinction. établie, par: Beibnitz, entre les forces mortes où pres- 
sions qui agissent: sans: mouvement actuel, et les forces vives qui 
accompagnent ce mouvement ; ainsi que lamesure de ces dernières 
par: les produits-des masses et des:carrés des vitesses ; il ne vit 
plus dans le! principe en question, qu’une conséquence de la théorie 
“des forces vives, et une loi générale de la nature, suivant laquelle 
la somme des forces vives de plusieurs corps se conserve la même 
pendant, que, cessconps agissent les uns; sur les autres par de simples 
pressions, el.est. constamment égale à la simple force vive qui ré- 
sulte; de l'action, des forces, actuelles qaii meuvent les corps. Il 
donna. ainsi, à ce principe, le nom de Conservation des forces vives, 
eLil.s’en servit avec. succès pour résoudre quelques problèmes qui 
ne l'avaient pas encore. été, et dont il paraissait difficile de venir à 
bout par: des méthodes directes. | 
Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension à ce principe, 
etilena déduit les, lois. du mouvement des fluides dans des vases, 
matière qui n'avait été traitée avant lui que d’ane manière vague 
et arbitraire, Enfin il: l'a rendu très-général, dans: les Mémoires 
de Berlin, pour l’année 1748, en faisant voir comment on peut 
l'appliquer-au mouvement des: corps: animés par des attractions mu- 
tuelles quelconques, owattirés versides centres fixes: par des forces 
proportionnelles ài quelques: fonctions: des distances que ce soit. 
Le grand,avantage: de cé principe est de fournir immédiatement 
une équation, finie entre les vitesses des: corps et les variables qui 
déterminent-leur position:dans l'espace; de sorte quelorsque par la: 
nature, du, problème, toutes: ces variables: se réduisent à une seule, 
cette équation: suffit pour le résoudre complètement, et c’est le cas 
de celui: des: centres d’oscillation. En général la conservation des: 
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forces vives donne toujours une/intégrale première des différentes 
équations: différentielles de chaque problème; ce qui’ est d’une 
grande: utilité io plusieurs occasions. 

15. Le second principe est dù à Newton, qui, au commencement 
de ses Principes Mathématiques , démontte :que l'état -de-repos ou 
de mouvement du centre de gravité de plusieurs corpstméstipoint 
altéré par l'action réciproque de ces corps, quelle qu’ellé, soit ;} de 
sorte que le céntre de gravité -des corps qui agissent les uns sur les 
autres d’une manièré quelconque, soit par des fils où des leviers, 
ou des lois d'attraction,-etc., sans qu’il y ait aucune action ni aucun 
obstacle extérieur ;-est toujours en répos ou se eut uniformément 
en ligne droite. 

D’Alembert a donné depuis, à ce principe, une plus grande 
étendue, en. faisant voir que si chaque corps est sollicité par une 
force accélératrice constante et qui agisse suivant des lignes paral- 
lèles, ou qui soit dirigée vers un-point fixé et agisse en raison de 
la distance, le centre de gravité doit décrire la même courbe que 
si les corps étaient libres; à quoi on peut ajoutér que de-mouve- 
ment de ce centre est en. général le même que si toutes les forces 
- des corps, quelles qu’elles soient, y étaiént »pphquées a} DRE: sui- 
vant sa propre direction. ie 

Il est visible que ce`principe-sertià détéraigns le. jonio 
du centre de gravité , indépendamment: des: mouverñens respectifs 
des corps, et quainsi il peut toujours fournir trois équations-finiés 
entre les coordonnées des corps etle: temps, lesquelles seront des 
intégrales des équations, différentielles du problèmé. 


16. Le troisième principe est beaucoup moins ancieni!que les 
deux précédens, et parait avoir été découvent:en:mênieitemps ‘par 
Euler, Daniel Bernoulli et d’ Arci mais sous-des formés différentés. 

:Sélon les. deux preiniers y ce principe consiste dn cé ique dans Te 
mouvement de plusieurs corps autour d’un centre fixe, Ja somme 
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des ;produits dela-masse de chaque corps; par sa vitesse de circu* 
Jation ‘autour du centré, et par sa-distancé au:même centre, est 
toujours indépendante de l'action mutuelle que les, corps peuvent 
exercer les uns sur les autres, et se conserve la même tant qu'il 
m'y a aucune action ni aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli a 
donné ce principe dans le premier volume des Mémoires de PAca- 
démie de: Berlin, qui a paruen 1746, ét Euler l'a donné la même 
année; dans le premier tome de ses Opuscules ; et c’est aussi le 
même ‘problème qui les y a conduits, savoir, la recherche du mou- 
vement de plusieurs corps mobiles dans un tube de figure donnée, 
et qui nepeut que tourner autour d’un point ou centre fixe. 

Le principe de d'Arcy, tel qu'il Pa donné à l'Académie des Sciences, 
dans les Mémoires de 1747, qui n’ont paru qu’en 1752; est que la 
somme dés produits de la masse de chaque corps par l'aire que son 
rayon vecteur décrit autour d’un centre fixe, sur un même plan de 
projection, esttoujours proportionnelle au temps. On voit que ce prin- 
cipe est une généralisation du beau théorème de Newton, sur les 
aires décrites en vertu de forces centripètes quelconques; et pour en 
appercevoir l'analogie; ou plutôt Pidentité avec celui d’Euler et de 
Daniel Bernoulli, il n’y a qu’à considérer que la vitesse de circula- 
tion est exprimée par l'élément de Parc circulaire divisé par Pélé- 
ment du temps, et que le premier de ces élémens multiplié par 
da distance au centre, donne l'élément de Paire décrite autour de ce 
centre; d’où l’on voit que ce dernier principe n’est autre chose que 
Yexpression différentielle de celui de d'Arcy. 
+! Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme 
qui- le. rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce 
que la somme des produits des masses, par les vitesses et par les 
pérpendiculaires tirées du centre sur les directions du corps, est 
une quantité constante. q 

Sous ce point dë vúez'il en”atfait même une espèce de principe 
métaphysique, qu'il appelle- la consenvation ide. l’action ; pour lop- 
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poser, ou plutôt pour le substituer à celui de Za moindre quantité 
d'action ; comme si des dénominations vagues et arbitraires fai- 
saient l’essence des lois de la nature, et pouvaient, par quelque 
vertu secrète, ériger en causes finales, de simples résultats des lois 
connues de la Mécanique. 

Quoi qu'il en soit, le principe dont il s’agit a lieu généralement pour 
tous les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d’une 
façon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois 
d'attraction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quel- 
conques dirigées à un centre fixe, soit que le système soit d’ailleurs 
entièrement libre, ou qu'il soit assujéti à se mouvoir autour de ce 
même centre. La somme des produits des masses par les aires dé- 
crites autour de ce centre, et projetées sur un plan quelconque, 
est toujours proportionnelle au temps; de sorte qu’en rapportant ces 
aires à trois plans perpendiculaires entre eux, on a trois équations 
différentielles du premier ordre entre le temps et les coordonnées 
des courbes décrites par les corps; et c’est proprement dans ces 


équations que consiste la nature du principe dont nous venons de 
parler. 


17. Je viens enfin au quatrième principe, que j'appelle de Za 
moindre action, par analogie avec celui que Maupertuis avait 
donné sous cette dénomination, et que les écrits de plusieurs auteurs 
illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analy- 
tiquement, consiste en ce que dans le mouvement des corps qui 
agissent les uns sur les autres, la somme des produits des masses 
par les vitesses et par les espaces parcourus, est UN minimum. 
L'auteur en a déduit les lois de. la réflexion et de la refraction de la 
lumière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires 
lus, l’un à l'Académie des Sciences de Paris, en 1744, -et l’autre 
deux ans après, à celle de Berlin, 

Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir 
la vérité d’un principe général; elles ont d’ailleurs quelque chose 
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de vague ét d’arbitraire, qui ne peut-que rendre incertaines les con- 
séquences qu’on en pourrait tirer pour lexactitude même du prin- 
cipe. Aussi l'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe 
présenté ainsi sur la même ligne que ceux que nous venons d’ex- 
poser. Mais il y a une autre manière de Penvisager , plus générale 
et plus rigoureuse ; et qui mérite seule lattention des géomètres. 
Euler en a donné la première idée à la fin de son Traité des Tso- 
périmètres, imprimé à Lausanne en 1744, en y faisant voir que dans 
les trajectoires décrites par des forces centrales, l'intégrale de la 
vitesse multipliée par l'élément de la courbe, fait toujours un maxi- 
mum OÙ UN münimum. 

Cette propriété qu'Euler avait trouvée dans le mouvement des 
corps isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je Pai étendue, 
par le moyen de la conservation des forces vives, au mouvement 
de tout système de corps qui agissent les uns sur les autres d’une 
manière quelconque; et il en ‘est résulté ce nouveau principe gé- 
néral, que la somme des produits des masses par les intégrales des 
vitesses multipliées par les élémens des espaces parcourus, est 
constamment un maximum OÙ UN minimum. 

Tel est le principe auquel je donne ici, quoiqu’improprement, le 
nom de moindre action, et queje regarde non comme un prin- 
cipe métaphysique, mais comme un résultat simple ‘et général 
des lois de la Mécanique. On peut voir dans le tome II des Mémoires 
de: Turin, usage que jen ai fait pour résoudre plusieurs pro- 
blèmes difficiles de Dynamique. Ce principe, combiné avec celui 
forces vives, et développé suivant les règles du calcul des va- 
riations, donne directement toutes les équations nécessaires pour 
la solution de chaque problème; et de la naît une méthode éga- 
lement simple et générale pour traiter les questions qui concernent 
le mouvement des corps; mais cette méthode n’est elle-même qu’un 
corollaire de celle qui fait objet de la seconde partie de cet Ou- 
vrage, et qui a en même temps l'avantage d’être tirée des premiers 
principes de la Mécanique, 
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SECONDE SECTION. 


Formule générale de la Dynamique, pour le mouvement 
d'un système de corps animés par des forces quelconques. 


L. Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont 
disposées, conformément aux lois exposées dans la première partie 
de ce Traité, ces forces se détruisent mutuellement, et le système 
demeure en équilibre, Mais quand l'équilibre wa pas lieu, les corps 
doivent nécessairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en 7 
partie à l’action des forces qui les sollicitent. La détermination des 


mouvemens produits par des forces données, est l’objet de cette 
seconde partie. 


Nous y considérerons principalement les forces accélératrices 
et retardatrices, dont l’action est continue, comme celle de la gra- 
vité, et qui tendent à imprimer à chaque instant une vitesse infi- 
niment petite et égale à toutes les particules de matière, 

Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles pro- 
duisent nécessairement des vitesses quiaugmentent comme les temps; 
et on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps 
donné, comme les effets les plus simples de ces sortes de forces, et 
par conséquent comme les plus propres à leur servir de mesure, Il 
faut, dans la Mécanique, prendre les effets simples des forces pour 
connus; et Part de cette science consiste uniquement à en déduire 
les effets composés qui doivent résulter de l’action combinée et mo- 
difiée des mêmes forces. 


2. Nous supposerons donc que l’on connaisse pour chaque force 
accélératrice la vitesse qu'elle est capable d'imprimer à un mobile, 
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en agissant toujours de la même manière , pendant un certain temps 
que nous prendrons pour l'unité des temps, et nous mesurerons la 
force accélératrice par cette même vitesse qui doit s’estimer par 
l'espace que le mobile parcourrait dans le mêmetemps, si elle était 
continuée uniformément ; or on sait par les théorèmes de Galilée, 
que cet espace est toujours double de celui que le corps a parcouru 
réellement par l’action constante de la force accélératrice. 


On peut d’ailleurs prendre une force accélératrice connue pour 
l'unité, et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour 
l'unité des espaces, le double de l’espace que la même force continuée 
également ferait parcourir dans le temps qu’on veut prendre pour 
l'unité des temps, et la vitesse acquise dans ce temps par l’action 
continue de la mème force, sera unité des vitesses. De cette ma- 

* nière les forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que 
des simples rapports, des quantités mathématiques ordinaires. 

Par exemple, sion prend la gravité sous la latitude de Paris pour 
l'unité" des forces accélératrices, et qu’on compte le temps par se- 
condes, on devra prendre alors 30,196 pieds de Paris pour l’unité 
des espaces parcourus, parce que 15,098 pieds est la hauteur d'où 
un corps abandonné à lui-même tombe, dans une seconde, sous 
cette latitude; et Punité des vitesses sera celle qu’un corps pesant 
acquiert en tombant de cette hauteur, 


3. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système 
de corps disposés les uns par rapport aux autres, comme on vou- 
dra, et animés par des forces accélératrices quelconques. 

Soit m la masse de Pun quelconque de ces corps, regardé comme 
un point; rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coor- 
données rectangles x, y, z la position absolue du même corps au 
bout d’un temps quelconque t. Ces coordonnées sont supposées tou- 
jours parallèles à trois axes fixes dans l’espace, et qui se coupent 
perpendiculairement dans un point nommé l’origine des coordonnées ;. 

| 3 elles 
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elles expriment par conséquent les distances rectilignes du corps, 
‘a. trois plans passant par les mêmes axes. i 


Ainsi , à cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées 
x, y} z représentent les espaces par lesquels le P en mouvement 


dy dz 
s'éloigne des mêmes plans; par conséquent = ; Z, pr représen- 


teront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque pour 
s'éloigner de chacun de ces plans là, et se mouvoir suivant le pro- 
longement des coordonnées x, y,1z; et ces vitesses, si, le corps 
était ensuite abandonné à lui-même, demeureraient constantes dans 
les instans. suivans, par les principes fondamentaux de la théorie 
du mouvement. 

Mais par la liaison des corps et par l’action des forces accélé- 
ratrices qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l'instant dt, 


. d d : $ , . 
les accroissemens pie da, d. TD qu'il s’agit de déterminer. On 


peut regarder ces accroïissemens comme de nouvelles vitesses im- 
primées à chaque corps, et en les divisant par dt, on aura la mesure 
des forces accélératrices employées immédiatement à les produire ; 
car quelque variable que puisse être l’action d’une force, on peut tou- 
jours, par lanature du calcul différentiel, la regarder comme constante 
pendant un temps infiniment petit, et la vitesse engendrée par cette 
force est alors proportionnelle à la force multipliée par le temps; 
par conséquent la force elle-même sera exprimée par la vitesse di- 
visée par le temps. 

En prenant l’élément dż du temps pour constant, les forces ac- 


dx dy dz 


célératrices dont il s’agit seront exprimées par dro> da> gr et en 


multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel elles 
dx ` dy  d'z 
agissent, on aura m gz» M, Mr pour les forces employées 
immédiatement à mouvoir le corps m pendant le temps dt, parallè- 
lement aux axes des coordonnées x, y, z. On regardera donc chaque 
corps m du système comme poussé par de pareilles forces ; par 
Mec. anal. Tome I. 32 


-230 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

conséquent toutes ces forces devront être équivalentes à celles dont on 
suppose que le système est sollicité, et dont l’action est modifiée par 
Ja nature même du système; et il faudra que.la somme de leurs 
momens. soit toujours égale à la somme des momens de celles-ci, par 
le théorème donné dans l’article 15 de la seconde section de la pre- 
mière Partie. 


4, Nous emplotrons dans la suite la caractéristique ordinaire g 
pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dé- 
noterons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la 
caractéristique J, comme nous Pavons déjà fait dans quelques HA 
blèmes de la pen apaa 


- Ainsi on aura m s7 © dx, m ma? Y dy, m Le Z Jz pour les momens des 


d. d’ ee 
forces m TE ` m3 m de qui agissent suivant les onde 


x, y, Z, et tendent à les augmenter; la somme de leurs momens 
pourra. donc être représentée par la formule 


ST dx x + Pay + 9 dz)m, 


en supposant que le signe d'intégration S s’étende à tous les corps 
du système. ? 


5. Soient maintenant P, Q, R, etc. les forces accélératrices données, 
qui sollicitent chaque corps m du système, vers les centres auxquels 
ces forces sont supposées tendre; et soient p, g, r, etc. les distances 
rectilignes de chacun de -cès corps aux mêmes centres. Les diffé- 
rentielles dp, d'y, cr, etc. représenteront les variations des lignes 
P, q; r, etc. provenantes des variations dx, d'y, dz des coordon- 
nées x, y, z du corps m; mais comme les forces P, Q, R, etc. sont 
cénsées tendre à diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent 
être représentées par —d\p, —dy, — dr, etc. (art. 5, sect. I, part. I); 
donc les momens des forces mP, mQ, mA, etc. seront exprimés par 
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mPdp, —mMQdy, —mARdr, etc, etla somme des momens de 
toutes ces forces sera représentée par 


— S(Pdp + Qg + Rr + etc.)m. 


Égalant donc cette somme à celle de l'article précédent, on aura 


SF de + d'y y + Fdz)m 
= —S(Pdp + Qq + Rer + etc.)m, 


et lransposant le second membre, 


d’. dy (19124 
+ S(PIp + es + Wa étc.) m = 0. 


C’est la formule, générale de la Dynamique pour le mouvement 
d'un système quelconque de, corps. 
g | o í ob: WE. IH 
6. Il est visible que cette formule ne diffère de la formule géné- 
rale de la Statique, donnée dans la seconde section de la première 
mds mdy md'z ` 
ed? do di 
produisent l'accélération du corps m suivant les prolongemens des 
trois coordonnées x, Y, z En effet, nous ayons yu dans la section 
précédente (art. 11), que ces fase étant prises en sens contraire , 
c'est-à-dire, étant regardées comme tendantes à diminuer les lignes 
X,Y, z, doivent faire équilibre aux forces actuelles P, Q, R, etc., 
qui sont supposées agir pour diminuer les lignes p, q, r, ete.; 
de sorte qu'ilwy a qu’à ajouter aux momens de ces dernières forces, 


dx a, 
ceux des forces m7, mi% ; m G pour chacun des corps m, pour 


Partie, que par les termes dus aux forces 


passer tout d’un coup ; des conditions de l'équilibre aux1propriétés du 
mouvement (art. 4, sect. IT, part. I). 


7. Les sr règles que nous avons données dans la seconde 
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section de Ja première Partie, pour le développement de Ja formule 
générale de la Statique, s’appliqueront donc aussi à la formule gé- 


nérale de la Dynamique. 
Il faudra seulement observer, 1°. que les différences que nous 


avions marquées par la caractéristique ordinaire d, pour représen- 
ter les variations, seront toujours ne dorénavant par la ca- 
Re d. 

°. Que la caractéristique d_ sera toujours relative au temps #, 
a que la caractéristique correspondante / pour les intégrations, 
excepté dans les différences partielles , où il est indifférent quelle ca- 
den on y emploie. 

°, Que pour représenter les élémens d'une courbe où d’une sur- 

His ou en général d’un système composé d’une infinité de particules, 
on emploira la caractéristique D, qui répond à la caractéristique 
intégrale S. Ainsi lorsqu'on voudra étendre au mouvement les for- 
mules que nous avons données pour l'équilibre, dans les chapitres 
TII et IV de la cinquième section de la première Partie, il faudra 
changer partout la caractéristique d en D, pour avoir l'expression 
đe la somme des momens de toutes les forces. 


8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut 
Foparderlatrésistance du milieu comme une force qui agit en sens 
contrairé de [à direction du corps, et qui peut par conséquent être 
supposée tendanté à un point de la tangente. 

Supposons que la résistance soit 2; pour avoir son moment RO, 
ü nya Les considérer qu on a en général 


eV GT RE), 
1, m, n étant les coordonnées du centre de la force R; donc 
=] — A AE s 


Prenons le centre de la force Æ dans la tangente de la courbe 
décrite par le.corps et:très-près de lui; on fera pour cela x—/=dx, 
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Y=medy, z—n = dr, Ce: qui)donnera, en prenant ds pour 


on — x y—mi0 d — 
l'élément de la courbe, F = F 7 = D = = Eg étpar 


conséquent 


Si le milieu résistant + en re il faudrait - composer 
ce. moùvement avec Celui du! corps, pour avoir la direction de la 
force de résistance. Nominons da} ‘48, dy les petits espaces que le 
milieu parcourt'parallèlement aux axes des coordonnées x,y,z, 
pendant que le corps décrit l’espace ds, il n’y aura qu'à retrancher 
ces quantités de dæ, dy , dz pour avoir les mouvemens relatifs; et 
comme ds = V/(dx*-dy*-#+det), si on fait 

= V(ax — da) + (dy — dB) + (dz — dy) , 
on aura dans ce cas; 


dé da dy—d8 dr 
dr = = dx + Rae TR dy +: 7 Y fz. 


A l'égard de la résistance Z,,elle est ordinairement ‘une fonic- 
*d. . ` PT rru ` , 
tion de la vitesse T mais dans le cas ‘où le milieu ést en mou- 
de 
vement, elle sera fonction de la vitesse relative T 


De cette manière, on pourra appliquer nos, formules générales 
aux mouvemens qui se font dans des milieux résistans, sans avoir 
besoin d'aucune considération particulière à ces sortes de mou- 
yemens. l 


( 


9. Il est important de remarquer que penres mue A 
+ dde, par laquelle la formule générale de’ la Dynamique diffère 
de celle de Ia Statique (art. 5), est indépendante de la position des 
axes des coordonnées x, y, z 

Car supposons :qu'à: la placeude ces coordonnées, on substitue” 
d’autres, coordonnées rectangles x’, y’, z“ qui aient la ‘même origine, 
mais qui serapportent à d’autres axes. Par les formules de la transfor- 
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mation des coordonnées, données: dans laut 10 de la section a 
de tk es Eig on à tb 


x = ax + By + ye 

y =e By yz, 

E z ax HEY DAL # 

US 

Différentions, ces expressions de Æ Yi Zyen y ee on les 
coefficiens a, B, y, «etc: comme constans, et les nouvelles coor: 
données xs K z comme seules variables, on aura 


Di dx = adx + Bey Eyer, 
nep ddr Bdy + Fer, 59 
d'r = EE Bey gs FRS : à , 
On aura. de même, | 
dx = adx + Bdy + yd’, 
dy edixit. LIY Hyer, 
Je —'adx LE P'Iy + yr. 


Substituant :cestvaleutistet ayant égard aux équations de condition 
données dans Particle cité, entre les coefliciens 4; B, yp «, etc. 
on aura plais i; 
aidat dydy F dede 

= eS E dy y Ee De. 

$i on fait les mêmes substitutions dans l'expression des distances 
rectilignes entre les différens corps du système, représentées par 
P; q; pe , il est facile de voir que les quantités «, 8, y, æ, etc. 


araitrontsé ent, et que, les np Dire conséryeront Ja 
Appel q 
même forme. En effet on a, 


p = V(x) + 7) Eat Cet? S 


Xa 2 Étant Jes coordonnées d'umocorps met x, yy 2: celles 
d'un autre, corps m rapportées, aux -mêmés ‘axes. Parle change- 
ment des axes, les premières deviennent x, y} :z',1"et sion désigne: 
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parx, y, 2, ce que les dernières deviennent, on aura aussi 


3 X = ax + By” + 57, 
y = ax + BY + yT, 
Z 20! ax + BY + yt. 


Substituant et'ayant AE aux mêmes ee de condition , 
on aura 


D VE FETE TRE, 


et ainsi des quantités analogues q, r, etc. 


10. Il s'ensuit de là que si le système n’est animé que par des 
forces intérieures P, Q, etc., proportionnelles à des fonctions quel- 
conques des distances p, q, etc. entre les corps, et que les con- 
ditions du système ne dépendent que de la disposition mutuelle des 
corps, de manière que les équations de condition ne soient qu'entre 
les différentes lignes p, q, etc., la formule générale de la Dyna- 
mique (art. 5), sera la même pour les coordonnées transformées x’, 

!, z!, que pour les coordonnées primilives:x, y, z. Donc après avoir 
trouvé, par l'intégration des différentes équations, déduites de 
cette formule , les valeurs des coordonnées x, y, z de chaque 
corps m, exprimées en temps, si on prend ces valeurs pour +, 
y, z, on aura pour les coordonnées +; y, zy ces valeurs plus 
générales, 


x = ax + By + yz, 
y = a+ BY + VE, 
z = "x + Ey + yz’, 


dans lesquelles les neuf coefficiens æ, B, y, etc. renferment trois 
quantités indéterminées, puisqu'il n’y a entre elles que six équa- 
tions de condition. 

Si les valeurs de x’, y’, z’ renferment toutes les constantes ar- 
bitraires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les 
trois indéterminées dont il s’agit se fondront dans ces mêmes 
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constantes arbitraires; mais elles pourront suppléer celles qui man- 
queraient, et dont le. défaut rendrait la solution incomplète. Ainsi 
au moyen de ces trois nouvelles, arbitraires qu’on peut introduire 
à la fin du calcul, on sera libre de supposer nulles ou égales à des 
quantités déterminées, autant d’autres constantes arbitraires, ce 
qui servira ‘souvent: à faciliter et simplifier le calcul. 

11. Quoiqu’on puisse toujours calculer les effets de l'impulsion 
et de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cepen< 
dant, lorsqu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut 
se dispenser de considérer ses accroissemens successifs ; et on peut 
tout de suite regarder les forces d’impulsion, comme Tone 
aux mOuyEmMenNns impr imés. 

- Soient donc P, Q, R, etc. les forces d'impulsion appliquées à à 
un Corps quelconque m du système, suivant les lignes p, g, r, etc.; 
supposons que la vitesse imprimée à ce corps soit décomposée en 


trois vitesses représentées par x, y, z,suivantles directions des axes 


des coordonnées x, y, 7,01 aura comae sans larticle:5 , en chan- 


2 p LA . < d’. TC d’ 
geant les forces accélératrices == T En ATX Jr Z dans + vitesses x, Y; 


z, l'équation générale 
Sad x + dy + zdz) m 
+S(Pdp + Qdg + Rer ete.) = 


Cette équation donnera autant d'équations particulières qu'il y res- 
tera de variations indépendantes après avoir réduit toutes les va- 
riations marquées par d'au plus petit nombre possible, d’après les 
conditions du système. 


TROISIÈME 


SECONDE PARTIE , SECTION M: 257: 


EEE COQ 


TROISIÈME SECTION. 


Propriétés générales du mouvement, déduites de la formule 
précédente. 


1. Coxséroxs un système de corps disposés les uns-par rapport 
aux autres et liés ensemble, comme lon voudra, mais sans qu'il 
y ait aucun point ou obstacle fixe qui gêne leur mouvement; il est 
évident que dans. ce cas les conditions du:système:ne peuvent:déz 
pendre que de la position respective des corps éntre:eux; par con- 
séquent les équations de condition ne pourront contenir d’autres 
fonctions des coordonnées que les expressions des distances mu- 
tuelles des corps. Cette considération fournit pour le mouvement 
d'un système des équations générales indépendantes de la nature 
du système et analogues à celles que nous ayons trouvées pour 
Péquilibre, dans le $ I de la section troisième de la première Partie, 


SI 


Propriétés relatives au centre de gravité. 


2 Soient x’, y’, z' les coordonnées d’un corps quelconque dé- 
terminé du système, tandis que x, y, z représentent en général 


les coordonnées d’un autre corps quelconque. ce, ce qui est 
toujours permis , 


s= tHE, y= a, ze +6, 


il est visible que les quantités x, y, z' wentreront point dans lés 
Mec. anal. Tome I. 33 
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expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces dis4 
tances ne dépendront que des différentes quantités £, n, €, qui 
expriment proprement les coordonnées des différens corps, rappor- 
tés à celui qui répond à x’, y’, z’; par conséquent les équations 
de condition du système seront entre les seules variables 23i dr 
et ne renfermeront point x’, y’, z. 

Donc:si dans la formule générale de Ja Dynamique (axt. 5, Sec- 
tion précéd.) on réduit toutes les, variations à dx, dy, dz, et qu'on 
substitue pour dx, dy, dz leurs valeurs dx’+ dE, dy + du, 
dd: +, les variations dx’, dy’, cz’ seront indépendantes de toutes 
les autres, et arbitraires en elles-mêmes ; ainsi il faudra égaler sé- 
parément à zéro la totalité des termes affectés de chacune de ces 
variations; ce qui donnera trois équations générales et indépen- 
dantes de la constitution particulière du système. 

Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir 
les uns sur les autres, et que nous dénotons par P, Q, etc. , comme 
dans Part. 2 de la section IFI de la première Partie, wentreront point 
dans ces équations, parce que les distances mutuelles p, g, etc. 
étant indépendantes de x’, y’, z’, les variations dp, d9, etc., re- 
latives à ces variations, seront nulles. 

A l'égard des forces extérieures P, Q, R, etc., si on les réduit 
aux trois forces X, F, Z, dirigées suivant les coordonnées x, y, z, 
et tendantes à les diminuer, d’après les formules données dans le 
chapitre I de la section V de la première Partie, on a Pdp + Qdg 
+Rdr+etc.=X/x+Ydy+ZdM, et la formule générale devient 


sG Te +X) mdx + s(? pe F) my- 5S en eZ) mdr=0o, 


laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations dx’, dy, dz’, qui sont 
Re de toutes les autres, donnera 


EX) dy s (G + F) + ds (TE Z)me 0, | 


d’où Jon tire sur-le-champ ces trois équations , 
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Ca 
~ 
dE 

+ 
© 

B 

I 

o 


s(3 +Z)m =Ssi0i$ 


lesquelles auront toujours lieu dans le. mouvement d'an système 
quelconque de corps, lorsque le système est entièrement libre. 


3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coor- 
données x’, y’,z° soit placé dans le centre de gravité de tout le 
système, On aura, par les propriétés connues de ce centre ( Part: Iy 
sect. IIJ, § IV), les équations 


Sém = 0,  Smm="0;,” e Sm= 0, 
lesquelles, en différentiant par rapport à ż, donneront celles-ci : 


! di s odh d: | 
SEm=—o, S gp M= O, SFe m= o. 


d d'x dx 
Donc on aura Sge M= Sgr M= yr SM; parce que x' ayant 


la même valeur pour tous les corps, est indépendante du signe S; 
on aura pareillement S ay m = Sm, et S = m= PE Sm. Ainsi 
les trois équations de l'article précédent prendront cette forme 
plus simple, 


d'x! 


“7x SM + SXm = 0; 
D Sm + SYm = o, 


d'z’. 


de Sm =} SZm 0. 


Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre 
de gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement par- 
ticulier de chacun d'eux; et comme les valeurs de SXm, SYm, 
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SZm ne renferment point les forces intérieures du système, lé 
mouvement de ce centre ne dépendra point de l'action mutuelle 
que les corps peuvent exercer les uns sur les autres, mais seule- 
lement des forces accélératrices qui sollicitent chaque corps. C’est 
en quoi consiste le principe-général de la Conservation du mouve- 
ment du centre de gravité. | 

:Ce‘principe éübsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs 
mouvémens, viëndraient àse choquer; car de quelque nature que 
soient les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans 
lechoc se fasse par le moyen d’un ressort interposé entre les corps, 
et qui, après la compression, ténde à se rétablir, ou, non, suivant 
que Jes corps seront élastiques où non: De cette manière, Peffet 
du choc sera le produit de forces de la nature de, celles que nous 
avons désignées par. P, Q, etc., et qui disparaissent dans la for- 
mule générale (art. 2). 


4. On voit au reste que les équations du mouvement du centre 
de gravité sont leS mêmes que célles' du mouvement d’un seul corps 
qui serait animé à-la-fois par toutes les forces accélératrices qui 
agissent sur les différens corps du système. En effet, si on conçoit 
que: tous neesi: ut M éoient réunis en un point qui réponde aux 
coordonnées x, 23 on a alors ‘dans Ja formule générale x = s’, 
sv =y; z =z, et égalant à zéro la totalité des termes affectés de 
chacune des trois variations d'a’, dy’, dz’, on aura les mêmes équa- 
tions que ci-dessus. 

De là résulte ce théorème général ;:que -le mouvement du centre 
de gravité d'un système libre „(de ,COTps disposés les uns par rap- 
port aux autres s comme Pon poudra” ; ést toujours le méme que si 
les corps étaient tous réunis dans un seul point, et qu’en méme 
temps chacun d'eux fát animé des mémes forces accélératrices que 
dans. leur: état naturel. 


5. Ce théorème a CRRA lorsque les corps qui composent 


“ 
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un système libre ne reçoivent que des impulsions quelconques. 
Car en substituant dans l'équation de l’article 11 de la section pré- 
cédente, dx’ + JE, dy du, dr’ dE à la place de dx, dy, dg, 
et réduisant les forces P, Q, R, etc. aux forces X, F, Z, 
on prouvera, comme dans l'article 2, que les variations dx’, dy, 
dz’ doivent demeurer arbitraires, ce qui donnera les trois équations 


Smx+X)=0,. Smy+Y)=o,: S(m+Z)—0o. 
Or si on rapporte les coordonnées x’, y’, z’ au centre de gravité 
du système, on a, par les propriétés de ce centre, 

x'Sm —=$Sxm, YySm= Sym, z'Sm = S:m. 
Donc aussi, en diférentiant rélativément à t, et faisant dx, 
dy =ydt, dz =zdt, d=xdt, W=ydt, d'= z 'dt, 
ssm = Sim, ÿSm=—Sm, 7SM = Sim s 
et par conséquent 
x'Sm+ SX=0, ySm+SY=o0, z:Sm+SZ =0o), 


ce qui fait voir que les vitesses x, y, z imprimées au centre de 
gravité, sont les mêmes que si tous les corps, étant réunis dans 
ce centre, recevaient à-la-fois les impulsions X, Y, Z. 


6. La formule générale (art. 2), aprés la substitution de 
dx + dE, dy tdn, di à la place de dx, dy, de, et Péva- 
nouissement des termés affectés de dx’, dy’, dr’ se réduira à 


5 mieit ie IETEN XIE Yd Zdi) = AAR 
Substituant x'+£, y -+, z'+¢ pour x, y, z dans les diffé- 
rentielles d'w, d'y, d'z, et faisant sortir hors du signe S les diffé- 


rentielles d'w’, d'y’, d'z’, les termes affectés de ces différentielles 
seront 


o X SJ'Ëm tia A Y. Sdm fis a X sfm. 
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Mais en rapportant au centre de gravité les coordonnées +’, y’, 
z, on à (art. 5); 


Sém=o, Sm=o, Sm=o; 
donc aussi, en difiérentiant par d, on aura 
Sm =o, Sém=o, SXm=o, 


ce qui fait évanouir les termes dont il s’agit. 
Ainsi la formule générale se réduira à 


s (SEELEN i xI YM + ZH)m—o, 


qui est tout-à-fait semblable à la première formule, les coordon- 
nées x, y, z, dont l’origine est fixe dans l’espace, étant changées 
en £, n, €, dont l’origine est au centre de gravité. 

On peut conclure de là en général, que dans un système libre, 
on aura par rapport au centre de gravité, les mêmes équations 
et les mêmes propriétés que par rapport à un point fixe hors du 
système. 

$ II. 


Propriétés relatives aux aires. 


7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d’un 
point fixe, et supposons qu'il soit entièrement libre de tourner en 
tout sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouyemens 
respectifs des corps du système les uns à l'égard des autres, la ro- 
tation autour de chacun des trois axes des x, y, z fournira, comme 
on la vu dans Particle 8 de la troisième section de la première 
Partie, les expressions suivantes des variations dx, dy, dz, 


dr= zdu —ydp, dy=axdprN, de= ydy —xd0, 


dans lesquelles J@, d'w, JA} sont les rotations élémentaires par 


rapport aux trois axes des z, y, x, et qui doivent demeurer arbi- 
traires, 
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Ces expressions sont générales pour les variations des coordon- 
nées de tous les corps du système, et il ne s’agira que de les substi- 
tuer dans la formule de l’article 5 de la section précédente, après 
avoir réduit toutes les variations à dx, dy, de, et d'égaler ensuite 
à zéro séparément les quantités affectées des trois indéterminées 
dy ; d' w, dy. 

On trouvera d’abord, comme dans l’article cité de la première Par- 
tie, que la variation d'p devient nulle, et qu’ainsi les termes dus aux 
forces intérieures P du système ne renfermant point les variations 
d, d'w, da} ne donneront rien dans les équations dont il s’agit. On 
trouve aussi, comme on l’a vu dans le même article, que la variation 
dp est nulle lorsque la force P tend vers l’origine des coordonnées, 
et quainsi cette force n’entrera point dans les mêmes équations. 

En faisant donc simplement pour dx, dy, dz, les substitutions 
indiquées, après avoir changé les forces P, Q, R, etc. en X, F, 
Z, comme ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations 
dy, dw, dd, l'équation 


ET dj pus Xy )d® 
Sms. 


S + + Xe — Za do misos 
d'z — 
ii pte a à 7 = Yz J'Y 


et comme les variations dØ, d'J, dw sont`les mêmes pour tous 
les corps du système, elles n’entreront pas sous le signe d’inté- 
gration S; de sorte qu’on aura les trois équations relatives à cha- 
cune de ces variations, 

S(x 2- pe à 

S(T P me + zX — xZ)m=0, 


Sy etm) 
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Ces équations auront lieu à-la-fois lorsque le système aura Ta 
liberté de tourner autour de chacun des trois axes, c’est-à-dire, 
toutes les fois que le Système sera disposé de manière à pouvoir 
pirouetter librement en tout sens autour du point fixe qui est lori- 
gine des coordonnées. 

Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu 
indépendamment de l'action mutuelle des corps, de quelque manière 
que cette action puisse s'exercer , même par le choc mutuel des corps 
du système, comme dans l’article 3, et par la même raison; elles sont, 
de plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe 
où est l’origine des coordonnées, 


8. Pour se former une idée plus nette de ces équations, on 
remarquera, 1°. que les quantités xdy—yd'x, z@x—xd'z, 
y z—z:d'y sont les différentielles de celles-ci, xdy—ydx,zdx—xdz, 
ydz—zdy , lesquelles représentent le double des secteurs élémen- 
taires décrits par le corps m sur le plan des x, y, des x, z et des 
y, z, Cest-à-dire, sur les plans perpendiculaires aux axes des z, 
des y et des x. En effet, si dans xdy —ydx on substitue pour x et 
y les valeurs pcos®, psin®, on a p*dọ double de laire comprise entre 
le rayon vecteur p et le rayon consécutif qui fait avec lui l'angle 49. 

2°. Que les quantités X, Y, Z représentent les forces qui solli- 
citent chaque corps m, suivant les coordonnées x, y, z, et vers leur 
origine, et qui résultent de toutes les forces P, Q, R, etc. agissantes sur 
ce corps, ‘suivant des directions quelconques (art. 5, sect. II), et 
quainsi les quantités yX— xY, xZ — 4X, zY —yZ expriment 
les momens des forces qui tendent à faire tourner les corps autour 
de chacun des trois axes des coordonnées z, y, x, en prenant 
le mot moment dans le sens ordinaire , pour le produit de la force, 
et de la perpendiculaire menée sur sa direction. 

9. Si le système n’était animé par aucune force extérieure, ou 
s’il l'était seulement par des forces tendantes au point que nous 

avons 
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avons pris pour l’origine des coordonnées, lès trois équations pré- 
cédentes se réduiraient à celles-ci : 


xdy—ydx ès) 
SC Ta )m = 0; 


zdx—xd°z 
s( PTS £) m = 0; 


SEE) be 


| 
© 


lesquelles étant intégrées par rapport à Ja variable t, donneront, 
en prenant trois constantes arbitraires 4, B, C, 


SRE) m =:C; 
s( TE \m mi B, 


ST )m = AE 


pan 


Ces dernières équations renferment évidemment le principe des 
aires , dont nous avons parlé dans la première section. 


10. Il est à propos de remarquer qùe ces équations sont dans 
le cas de l’article 10 de la section précédente; de sorte qu’on y peut 


introduire trois nouvelles constantes, arbitraires, par le changement 
des axes des coordonnées. 


Soient x, y’, z' les nouvelles coordonnées ; on aura également 
s( A fo M ) m=i, 
S ( ce x'dz \m LR 
SE N ia PA 3 o 


les quantités 4’, B’, C’ étant aussi des constantes arbitraires, mais 
différentes de 4, B, C. 


Substituons maintenant dans l'expression wdy —ydx les valeurs 
Méc. anal. Tome L. 54 
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dex,;y,en x, y’, zti données dans l'article cité de la même sec= 
tion, on aura 
sdy y ds = (a8 — Ba!) (dy av) 
+ (ge — ay) (c'dx— xd) + (BY —y8) (y di — zdy’). 
On trouvera de même; 
zdx—xdz = (Ba"— aß") (x 4 — y'a) 
+ (ay'— ya") (dx — x dr) + (78 — By) (y d? — zdy"), 
< Jde — zdy = (æ R"— p'a’) (x dy —y'dx) 
+ (ya — a'y") (z' La mu de") + (CAT D) (y'dz'—2'dy"). 
Si on affecte tous les ‘termes de ces équations du signe S, apres 
les avoir multipliées par m et divisées par, dż, et qu’on y substitue 
à la place des intégrales affectées de S, leurs valeurs 4, B, C, 
A’, B', C’; on aura 
C = (28 Lester Ba)’ 1 (ya! TE ay’)B' + (By. Ria yL, 

B = (Ba 46")C" Hay — ya") B +B! By)A 
'A = (we — B'x")C" —+- (y'a — a'y) B + (yé PATZ By)4". 
On peut réduire.ces formules à une expression plus simple, en ob- 

servant que l'on a identiquement 
GB Ba) + (Ba — ap) + (a BB") 
= (aa a") (BH RER") — (aB+xp Hab, 

quantité qui se réduit à l'unité, en vertu des équations de condi- 
tion de l’article 10 de )la section troisième de la première Partie. 
On a de plus ces équations identiques; 

a(d B — Ba") + (Ba — af") + a (48 — Ba) = o, 

Piep" — La’) + PPa" — af") + Pep — Be) = o. 
Si donc on compare ces équations avec les trois équations de 
condition 


PH yr eye) Hay 0, ByHRy +8 Y =0, 
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il est facile de conclure de cette comparaison, {won aura 
MORE y, papy, af pay. 
Les quantités y, y, y” pourraient avoir également le signe —; 
mais comme, dans la coïncidence dés axes des x’, y, z avec ceux 
des x, y, z, on doit avoir 41, B—0; J =0, & —0,) f—1, 
JO, ON E= 0) y 1 (eA sect. HT, part. T); cette 


condition ne peut avoir lieu qu'en prenant 2 ‘positivement, er ‘par 
conséquent aussi y et y. i 


On trouvera de la même manière 
2a Teyp, ay À, yemay B 
yYE— By =a, ypy =d, By yB =e; 
de sorte que l'on aura 
A = af + pE + >, 
B = «A + PEB + 7 
C == dA + LB! + >"C!, 
d'où lon tire, parles équations de condition de. l'antinlo 10 (sect. III, 
part. I), 


A Aa + Ba + Ca’, 
B = AB + BË + CE, 
C = Ayt BY + Cyr 
A + B+C—= A" + B° 4 C* 
Il résulte de cette dernière équation qu’on a en général 
Ca) (5 Sn) (6 DRE rx) 
a). 


A Ne ed) ee DE AC Car 


d'où l’on peut conclure que la fonction 
dy —ydx S Ds En a 
ETIN CET 22 a CA T 
a toujours une valeur Net du plañ de projection et de 


la position des axes des coordonnées x, y, z dans l’espace, pourvu 
que ces coordonnées soient rectangulaires entre elles, 


et 
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11, Ces expressions de/;,B;, C,en 4',.B', C’ qu'on vient de 
trouver; sont.semblables à; celles. de x;,y, z.en shy’, z de Par- 
ticle 9 de Ja, :SAFÉION, précédente; par conséquent si on, prend 
<=" y =P) z' = C’, on aura, At, BEY, rer: et 
réciproquement x= A 5 J=B, z=C donnera d =x, B=Yy, 
C =z ; g'est-à-dire que 4, B, C cet A, B'; C seront deux 
systèmes, de coordo nées qui répondent à à un, même point, le pre~ 
mier étant relatif aux axes des x, y, Z, et Je second aux axes des 


x, Vs 2. 
On voit tout de suite par là qu'on. peut faire 4’=0, BEO, 


eers 


en faisånt passer axe dés C’ où par le point auquel répondent 


les coofdonnées” 4, B, C, et qu'alors là coordonnée C aura sa 
plus grande valeur =y CHEB EC). On aura dans ce cas,” 


don: PE DE e= yC, 


et il est facile de. voir que les coëfficiens 7, y’, y” ne seront 
aütre.lchose quë les cosinus des angles que la ligne: C hiv avec 
les axes des: 4, B,C. 

Ainsi la résolution dès see 


ELLE a Nm 

AT —xdz Jm Iy 

QE. PRES st 

Herr 2 SN = 0, 
donnera celle des équations j , | 
Fetes s AO ) >C' 
Hay 


8 Re jm de À ER 


lé quantités, š, Na y’ étant Fr ie Le: me % {lai 
-y= 1, et.dont, deux sont arbitraires. 


Il 
R 


| 
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Le plan perpendiculaire à l'axe des C’, lorsque C^ devient un 

maximum, est celui que M. Laplace nomme plan invariable, et 
dont ‘il a le premier démontré l'existence et la position. 


Cette position est facile à déterminer par les équations 
"A = ye; = xC’, C = y'C’, 


car puisque les quantités y, y’, 7’ sont les cosinus des angles 
que laxe des C’ ou z’, qui est perpendiculaire au plan invariable, fait 
avec les axes des x, y, z du système, en nommant ces angles 


l, m, n, on aura, à cause de C'=V (4° + B°+C'), 


gali | A B j C 
cos l= — CSN m , CON — 2 
VATE TT VAE +O) TVA TO 


12. Si le système est libre, c’est-à-dire qu'il wy ait aucun des 
points du système qui doive être fixe, on peut prendre l'origine, 
supposée fixe, des coordonnées x, y, z partout où lon voudra ; 
par conséquent les propriétés des aires et des momens.que nous 
venons de démontrer auront lieu par rapport à un point fixe quel- 
conque pris à volonté dans l’espace. 

Mais par ce que nous ayons démontré dans l'article 6, ces 
mêmes propriétés auront lieu également par rapport au centre de 
gravité de tout le système, soit que ce centre soit fixe ou non. 
En effèt, si dans les trois équations de Varticle 7, on substitue 
pour x, y, z les quantités x'+£, y'+n, +, en rapportant, 
comme dans l'article 3, les coordonnées x, y’, z^ au centre de gra- 
vité du système, et qu’on ait égard aux trois équations de ce der- 
nier article, on aura ces transformées, 

ség + ÉY —»xX)m O 
STE ix Ez) m = o, 
es n 


S + 1Z —{Y)m=o, 
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qui sont, comme l’on voit, semblables à celles de l'article 7, et 
dont toute la différence consiste en ce qu’à la place des coordonnées 
x, y, z partant d’un point fixe, il y a les coordonnées £,1n, €, 
dont l’origine est dans le centre de gravité du système. 
Ainsi lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les 
intégrales 
Édn—1d# ny 
S(ÉE)n = 6, 
dE — 
s( Se) m= B, 
s( M ) ES 7 


sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles 
que nous avons faites sur les équations de l'article g. 


13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un 
obstacle quelconque, en plaçant dans ce corps l'origine des coor- 
données, on a le cas de Particle 7. Mais si deux corps du sys- 
tème sont supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces 
deux corps, comme un axe fixe autour duquel le système peut 
tourner librement, et prenant cet axe pour celui des coordonnées z, 
on aura simplement, par le même article, 


x=—ydp, dy= x, 


dọ étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit 
demeurer indéterminée. On maura ainsi qu’une seule équation re- 
lative à cette variation. cQ, laquelle sera 


d d. 
S(x y De HY —yX)m = 0; 


et lorsque le moment xY—yX des forces extérieures par rapport 
à l'axe de rotation est nul, on aura par l'intégration, comme dans 
Particle 9, FA RES 
SAET LE 
(HE) n = 0 
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équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des 
x, perpendiculaire à l'axe de rotation, et sur lequel les aires dé- 
crites par les corps doivent être projetées. 

Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la posi- 
tion de chacun des autres corps dans Pespace serait déterminée 
par ses distances à ces trois corps, et il wy aurait plus de va- 
riations indépendantes de la nature du système et de la disposition 
respective des corps entre eux, d’où Pon püt déduire des équations 
générales pour le mouvement d’un système quelconque. 


§ III. 
Propriétés relatives aux rotations produites par des forces d'impulsion. 


14. Quand un-système libre-de tourner en tout sens autour d’un 
point fixe reçoit des impulsions quelconques, on peut aussi em- 
ployer dans l'équation de l’article 11 de la section précédente les 
expressions de dx, dy, dz de l'article 7, après avoir réduit à X, 
Y, Z les forces -d'impulsion P, Q, R, etc.; et en égalant sé- 
parément à zéro les termes multipliés par les variations Jọ, dw , 
dð}, on aura les trois équations 


S{m (sy — yx) + sY — yX} = 0, 
S {m (zx — xz) + EX — LC) 0; 
S{m(yz— zy) + yZ —:Y} = 0, 
pour le premier instant du mouvement produit par les impul- 
sions X, FY, Z. 
Dans les systèmes qui sont tout-à-fait libres, on peut prendre 


le point fixe partout où l’on veut dans espace; et les équations 
précédentes auront toujours lieu par rapport à ce point. 


15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations 
à trois axes qui passent par le centre de gravité. Çar en fai- 
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sant, comme dans l'article 5, 
ds dx + dé, dy=dy +, d=di +, 


les variations dx, dy’, dk’ donneront d’abord les trois équations 
relatives au mouvement du centre de gravité, trouvées dans ce 
même article. 


Il restera ensuite l'équation 


Sama + X) + (my + P)dn + (mx + Z)dE) = 0. 
Or en rapportant les rotations dt, do, dp aux axes des coor- 
données £, n, €, et wayant égard qu'à ces rotations, on a, comme 
dans l'article 7, 


= edw — ndo; Mn=Edp— dd, nd #6, 


et les trois variations indéterminées d'4, dw, d'o donneront les 
trois équations 


S{m (£y — na) + ÉY = 1X} = 0, 
Simie — Ez) + CX — EZ} = o0, 
S{m(nz — 6y) + nZ — EF} = 0. 
Mais ax +H Ë, y=y +, z= z4} č; donc substituant ces 


valeurs, faisant sortir hors du signe S les quantités x’, y, z’, qui 
ne se rapportent qu'au centre de gravité, et observant que par 
les propriétés de ce centre on a 


SmE ==, 0.290 0, .Smi.s= o; 
les trois équations précédentes deviendront 
s{m (En — é) + EY — 1X} = 0, 
S{m(Ë — ki) +IX—EZ}æ o, 
S{MË — Gi) nZ = iF} = o, 
qui 
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qui sont tout-à-fait semblables à celles de l'article précédènt, et 
dans lesquelles les coordonnées £, , € ont leur origine au centre 
de gravité, et les vitesses £, #, € sont relatives à ce centre. 

Ainsi les équations relatives à un point fixe, subsistent aussi 
lorsque le système est libre, par rapport à son centre de gravité. 
16. Les équations que nous venons de trouver pour l'effet des 
PAR dans le premier instant, ont lieu aussi dans’ les instans 
suivais, sin ’ÿ a point de forces accélératrices, en regardant 


comme constans les termes qui dépendent des impulsions X, F, Z. 
Car x, y, z étant les vitesses parallèlement aux axes des x; ii; z, 
ona dx= xdi, dy =y dt, dz = zdt, et les “équations dé l'article 9 
deviennent 
Sm(xy — yx) = C, bi 
Sm(ex = a = B 
Sm (yz = ay) = A, 
pa étant comparées à celles de lance 14, donnent 


C = S(yX — F), 
B = S(xZ — zX), 
| A= S(:Y — yZ). 

Ainsi on a les valeurs des constantes 4, B, C exprimées par 
les impulsions primitives données à chaque corps; et l'on voit 
que ces valeurs ne sont autre chose que les sommes des momens 
de ces impulsions, par rapport aux axes des x, des y êt des z. 

Il.en-sera de même des équations relatives au cèntre de gra- 
vité, en comparant les équations de l’article 12 avec celles de 
Yarticle 15. 


17. Si on ne considère que les mouyemens de rotation par rap- 
port aux trois axes des coordonnées x, y, z, et qu’on désigne par 
Méc. anal. Tome I. is) 
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ie w, ® les vitesses deces ia se les variations dx, dy, dz 
seront préportionnelles aux vitesses #3 y, z, et les variations d, 
dw, dẹ seront en même temps proportionnellés aux ‘vitesses 1 


w: les formules de l'article 7 donneront ainsi 


x = ERA E PARU? z = y4 — vo. 
Ces valeurs de +.» gN) sont que,.Jes. parties qui dépendent des 
trois rotations; pour.avoir les valeurs complèles des -vraies vitesses 
ayy, zj il faut y'ajouter les parties qui dépendent du changement 
de situation-des.corps,.du.système. entre. eux , et qui sont indépen- 
dantes „des rotations. > y $ 

Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous 
les corps solides d’une figure quelconque, ces parties des vitesses 
sont nulles, et les valeurs de x, y, z se réduisent simplement à 
celles que nous venons de donner. On pourra donc substituer ces 
valeurs dans les équations precedentes, ét faisant sortir hors du 
signe § les quantités Ÿ: o, ®, on aura pour ün solide. de figure 
quelconque, en mettant l'élément Dm à la place de m (art. 7, 
sect. précéd.), les équations | 


ES (xy) Dm — 4S1 Dm — wSy:Dm = C, 
wS (x) Doi — Sxy Dm = Syz Dm = Bo 
4S(y°' +z") Dm — wSxy Dm — ESxzDm = À, 


par lesquelles: on pourra déterminer les vitesses des rotations. ini- 
tiales 4, ©, @, produites par les "impulsions X, Y, Z appliquées 
à des points quelconques du corps , et dont les momens, par rap- 
port aux axes des x, y, z, sont 4, B, C. 

Comme les vitesses de rotation sont proportionnelles aux angles 
infiniment petits, décrits en même temps par les rotations res- 
pectives, il s'ensuit dece qu'on a démontré dans la troisième sec- 
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. * 

tion de la première Partie (art. 11), que les trois vitesses 4, ©, 
ọ se composent en une seule vitesse Ÿ telle que 


DV + à + 91), 
avec laquelle le corps tournera réellement autour d’un axe ins- 


tantané, faisant avec les axes des x, y, z des angles À, pm, v, 
tels que 


$ 


cos Ain COS A T S) 
(3) 8 


o l. 


Ainsi les trois équations précédentes donneront la- position ide 
axe autour duquel le, corps tournera dans le premier\instant, et 
la vitesse ide. rotation, autour de cet:axe, C’est. celui.qu’on appelle 
axe spontané de rotation. 


18. Dans les instans suivans, le corps continuera à tourner par 
sa force d'inertie, et les trois équations qu’on vient de trouver au- 
ront encore lieu, en regardant comme constans les termes qui con- 
tiennent les forces d’impulsion X, F, Z, comme on l'a vu dans 
l'article 16; mais les quantités S(+y*)Dm, Sxy Dm, etc. devien- 
dront variables à raison de la variation des coordonnées x, y, z 
pendant la rotation. 

Mais une conséquence remarquable qu’on tire de ces équations, 
c’est que dans un instant quelconque, le corps a le même mou- 
vement de rotation ‘qu'il recevrait dans cet instant par l'impulsion 
des mêmes forces qui l'ont mis d’abord ‘en mouvemént, sir ces 
forces lui étaient appliquées de manière à produire les mêmes! mo- 
mens autour des axes des x, y, 2.0 

Et comme ces équations ne sont que les équations générales de 
Particle 16, pour un système quelconque de corps, appliquées à 
un corps solide de figure quelconque, il s'ensuit que si le système 
qui a reçu des impulsions primitives, devient, par l’action mutuelle 
et successive des corps, un. système inyariable ʻou un solide guel- 
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conque ,-es:rhêmes équätions auront encore lieu; de- sorte que le 
solide aura à chaque instant le même mouvement de rotation qu'il 
recevrait par les mêmes impulsions primitives, si elles lui étaient ap- 
pliquées immédiatement de! manière à produire les mêmes momens. 
Donc aussi une masse fluide agitée primitivement par des forces 
quelconques, abandonnée ensuite à elle-même et devenue solide 
par’ l'attraction mutuelle ‘dé ses parties, aura à chaque instant le 
même mouvement de rotation queles forces primitives lui impri- 
meraient si elles agissaient de la même manière sur Ja masse solide. 


19! Les'irois équations de l’article 17 donneront les valeurs des 
momens 4j- B, C dé toutes les forces primitives, en connaissant 
ha position’ instantanée du corps'ét ses trois vilesses de rotation 
ose) , ®, par rapport aux axes fixes des x, y, z, ou la vitesse 
composée å autour de Taxe instantané, avec les angles À, w, v, 
de cet axe avec les axes fixes des x, y, z; el récipr oquement ayant 
ces momens, on pourra en déduire les valeurs des vitesses de 
rotation. 

On voit aussi par ces équations, que fes momens seront nuls 
si les vitesses sont nulles ; mais les momens. étant. supposés 
nuls , ‘il ne s'ensuit pas évidemment que les vitesses de rota- 
tion doivent être nulles. Car en faisant a =0, B0, C=o,;, 
on a trois équations linéaires entre KF w, @; et il faudrait prou- 
ver que ces trois équations ne peuvent pas subsister ensemble 9 
à moins .de supposer N=0, w = 0; 00: 

En. éliminant deux de:cès inconnues on a une équation qui donne 
la troisième inconnue nulle ow- arbitraire; mais avec la condition 


S(x Hy) Dm X S(x°+1*)Dm x S(y°+2°)Dm 
= at +y’) Dm X (SxyDm) + S(x°+z)Dm x (SxzDm)* 
<= S ytz ‘Dm x Á Syz Din)" Gr 25xy Dm x Sx:Dm x Syz Dm; 


et il fiudrait prouvèr que celte poddition est impossible à remplir, 


SECONDE PARTIE, SECTION M. 277 


ce qui paraît très-difficile. Mais nous démontrerons plus bas (art. 31) 
que lorsque les momens sont nuls, toute rotation s’évanouit aussi. 

D'où nous pouvons d’abord conclure qu'il est impossible qu'un 
système de points isolés, ou une masse fluide quelconque, puisse 
former un corps solide qui ait un mouvement de rotation , à moins 
que les impulsions primitives n’aient été telles, qu'il en soit résulté 
un moment par rapport à l'axe de cette rotation. 


20. Par les transformations exposées dans Tarticle 10, on peut 
changer les trois équations de l’article 17 en des équations semblables 
dans lesquelles les quantités x, y, z, Æ; B, C soient remplacées 
par les quantités analogues x’, y’, z, ÆA, B', C. 

Désignons par 4, &', 9’ les vitesses de rotation par rapport aux 
nouveaux axes des x,y’, z', On aura aussi, 


dx = x'dt = (zu! — y odt, 
Y = jdi = (wy — #4 )dt; 
d? = dt = ( va — x'w dt, 


et les trois premières équations de l’article 10 deviendront par ces 
p qu 


substitutions, en changeant m en Dm, 
g'S( x-y”) DM — SX Dm — «Sy: Dm = C, 
W'S x°+y*)Dm — Y'Sx'y' Dot — @Syz/Dm = B’, 


N'S(y"+z2")Dm — w'Sx'y' Dm — 9Sxz Dm = A, 
dans lesquelles on aura par le même article 


A = Aa + Ba + Ce, 
B' = AB + BE + CE, 
C. = Ay + By + C7. 


Ces équations ont l'avantage que la position des axes de rotation 
y est entièrement arbitraire, puisqu’elle ne dépend que des quantités 
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a, B, y, «’, elc.; et comme elles ne sont que du premier ordre; 
rien nempêche de donner à ces axes une position différente d’un 
instant à Pautre, et de les prendre de manière qu’ils soient fixes 
dans l’intérieur du corps, et par conséquent mobiles avec lui dans 
l'espace. Alors les quantités S(x“ -++ 7°) Dm, Sxy Dm, etc. devien- 
dront constantes, mais les quantités 4’, B’, C” seront. variables, 
à cause de la variabilité des quantités a, B; y, a, etc. Nous don- 
nerons dans la suite des moyens directs de parvenir à ces équations 
qui sont d’une grande utilité dans le problème de la rotation des 
corps. 


21. On vu dans l'article 16, que les constantes 4, B, C ex- 
priment les sommes des momens des impulsions primitives don- 
nées aux corps, relativement aux axes des x, y, z. Or il est fa- 
cile de prouver que les quantités «, æ’, æ” représentent les cosinus 
des angles que l'axe des à fait avec les axes des x, y, z; que les 
quantités 8, B', B" représentent les cosinus des angles que l'axe 
des y’ fait avec les mêmes axes des x,y,z, et que les quantités y, 
y’, y représentent les cosinus des angles que l'axe des z’ fait avec 
ces mêmes axes, Donc par ce qu’on a démontré dans la première 
partie sur la composition des momens (sect. IJI, art. 16), les trois 
quantités 4’, B’, C seront les momens des mêmes impulsions 
rapportés aux axes des x’, y’, z', c’est-à-dire aux axes de rotation 
fixes dans le corps et mobiles dans l’espace. Ainsi on pourra ap- 
pliquer à ces axes les mêmes conclusions qu’on a trouyées dans 
l'article 19. 

$ 1. 
Propriétés des axes fixes de rotation d’un corps libre de figure 
quelconque. 


22. Nous réservons pour un chapitre particulier la solution com- 
plète du problème général de la rotation d’un corps solide de figure 
quelconque; nous allons seulement examiner ici le cas où laxe 


SECONDE PARTIE, SECTION MI. 279 
instantané de rotation demeure immobile dans l’espace, óu au moins 
toujours parallèle à lui-même lorsque le corps à un mouvement 
progressif, parce que ce cas se résout facilement par les formules 
du paragraphe précédent, et qu'il conduit aux belles propriétés des 
axes qu’on nomme principaux, OU axes naturels de rotation. 

Reprenons les équations fondamentales de l’article 17; faisons, 
pour abréger, 
1= Sx Dm, m = Sy*"Dm, n =S DM, 
f= SyzDm, g = SxzDm, h = SxyDm, 


et substituons pour 4, œ, @ leurs valeurs 8cos A, 8cosm, 8cosy, 


0 étant la vitesse de rotation autour de l'axe instantané qui fait 
les angles A, w, » avec les axes fixes des x, y, z; ces équations 


deviendront ainsi, en les divisant par 8, 


(mH n) COS À — Acos — gcos» = 


`~ 


(1H n)cosp == ACosà — fcoss = 


eJ eld Sa 


( Lm) COS y m gCOSÀ == FCO = 


23. Les six quantités Z, m, n, f, g, h sont variables; en les 
différentiant, substituant pour dx, dy, dz les quantités xdt, ydt, 
zdt, et ensuite pour x, y, z leurs valeurs (art. cité), on aura 

dl = 2(gcosu — h cos» Mat, 
dm = 2(hcosy — f cos A de, 
dn = A fCosA — gcosu dt, 
df = ((m—n)cosA + gcos» — h cosu fat, 
dg = ((n—1) COS + Acosà — f cos» Yat, 
dh = ((1—m) cos» + foosu — gcos À Hat. 
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Ces six équations, jointes aux trois de l’article précédent, ren- 
ferment la solution générale ; mais nous ne considérons ici que 
le cas où les angles À, æ, » demeurent invariables; et il s’agit 
de voir sous quelles conditions ces quantités peuvent être constantes. 


24, Pour cela, il n’y a qu’à différentier les trois premières équa- 
tions dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différen< 
ticlles dl, dm , etc., on aura après avoir divisé par 6dt ces trois-ci : 


f (cos — cosp) — g cos A cosu + A cos À cos y 


+ (m — n) cos cosy ELi”, 
: gd 


i Jcosà cosp -+ g(COS À == cosy?) — Cosy coss 


2 B., d 
Pi (ri) C08 A COS y A aE Ee 


—f cós À cosy HH g COSH COS» H A (Cosp* = COS À’) 
+ (1 — m) cosà cosp = — Ce à. 
63 


Si on ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multi- 
plié la première par cosà, la seconde par cos, la troisième par 
coss, on a l'équation 


r 


un. a, cost Ecos gel Coons à dd 
a dt? 
6 
laquelle donne dð =o, ou bien 
A cosà = Bcosy + Ccoss = o 


Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité 
AY + Bo + ©, 
qui est la même chose que 


(4 cosA + Bcosu + C cos»), 
exprime 
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exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle 
tant que le corps est en mouvement. 


Il faut donc supposer en général dj = o, et par conséquent 


la vitesse de rotation à constante. Alors les trois équations ci- 
dessus se réduisent à deux, qui donnent les rapports des cos À, 
cos, cosy; et comme On a COSA* + cosu? + coss = 1, Ces 
rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus, 


25. Supposons 


__ cos HE cos y 
m cos A? TT cos À ? 


les trois équations précédentes deviendront, à cause de dh =o; 


fles) — gs + hu + (m—n)su = 0, 
gi) — hsu + fs + (n—l)ju = 
h(s — 1) + gsu— fu + (l—m)s = 0, 
La dernière donne 
R(s—1) + (— m}s 
f— gs 2 
cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, 
ou plutôt dans la somme de ces deux, après avoir multiplié Pune 
par g et l’autre par f, pour en chasser lw’, on a 


(ghm —n) +f(g —#))s 
+ (UC — m)(m—n) + fn —2l4m) + glg + 7 — af") )st 
+ (fl—m)\(m—n) + ghn—am1) +f’ r — 28°))s 
+ fh l—n) + g(f—h) = 0. 

Cette équation étant du troisième degré, aura nécessairement 
une racine réelle; ainsi on aura une valeur de s, et une valeur 
correspondante de z, par le moyen desquelles on pourra déter- 
miner la position d’un axe invariable et de rotation uniforme. Mais 


comme cette détermination dépend des quantités Z, m, n, f,g,h, 
Méc. anal, Tome I. 36 


u = 
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qui varient avec le temps #, il faut encore prouver que la varia= 
bilité de ces quantités n’influe point sur la valeur des deux quan- 
tités s et u. 


26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres 


des trois équations de l’article 22; les premiers membres des équa- 

$ : dP dQ dR 

tions de Particle 24 seront —, Et , 7, en y mettant pour dl; 
dt dt dt 

dm, etc. leurs valeurs. Or il est facile de voir qu'on a, par la 

substitution de ces mêmes valeurs, 


dP = (R cosu — Qcos»)hdt, 
dQ = (P cos y — RcosA)Üdt, 
dR = (Q cos À —P cosu)hat. 


D’après ces équations, dans lesquelles À, #, » et O sont des 
quantités constantes, il est facile de voir que si les valeurs de 


A 2e ; -i sont nulles lorsque t=o, ou t= à une quantité 
À P dQ ÆR PDP dQ LR 
quelconque donnée, celles de =, ZS 9 aE deI mo RO 
et ainsi de suite à l'infini, seront aussi nulles pour la même va- 
leur de z. 
Or on sait par le théorème de Taylor, que la valeur d’une fonc- 


id, . i 
tion -— de ż, lorsque ż devient 4-+4-#, devient en même temps 


dP dP, PP dP. | 
dar Pet PT Rs La et: 


. dP Pr dP 
Donc si -~ =° lorsque “—=0, on aura toujours -jp = 0, quel 


que soit 7. Et la même chose aura lieu pour les valeurs de 
dQ dR 
ATS et &° 

Il s'ensuit de là que si les équations de Particle 25, qui ne sont 


; EO E PT T 
que les transformées des équations ~ == 0, D mh gmh ont 
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lieu dans un instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit 
le temps ż, dans l'hypothèse des quantités s et v constantes. Par 
conséquent les valeurs de ces quantités seront indépendantes de 
la variabilité des quantités Z, m, n, f, g, h; de sorte qu'il suffira 
de déterminer les valeurs de ces dernières quantités pour une po- 
sition quelconque du corps à l'égard des axes fixes des x, y, z, 
pour avoir celles des quantités s et v qui déterminent la position 
de l'axe de rotation, lequel doit demeurer immobile dans l'espace, 
ou du moins toujours parallèle à lui-même, si le corps a un 
mouvement progressif. 

Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans l’intérieur du 
corps pendant un instant, puisque le corps est censé, tourner au- 
tour de lui, il s’ensuit qu’il y doit toujours demeurer fixe; car il 
est évident que si, dans l'instant suivant, il changeait de place 
dans le corps, il changerait nécessairement de place dans l’espace; 
ce qui est contre l'hypothèse. 


27. Ayant trouvé la position de cet axe dans l’espace, rien 
n'empêche de supposer qu'il coïncide avec l'axe des x dont la po- 
sition est arbitraire. 

' On pourra ainsi supposer à= o0, et par conséquent cos A—1, 
ce qui donnera s=o et u=o. De là on trouve, par les équa- 
tions de l’article 25, g=—0o, =o. Ainsi cet axe a la propriété, 
qu’en le prenant pour laxe des x, les valeurs des deux intégrales 
SxyDm, SxzDm (art. 22) deviennent nulles. j 

Supposons maintenant dans nos formules g=0, A=o, et dé- 
signons par f“, l, m, m, ce que deviennent les quantités f, Z, 
m, n dans ce cas. Cette supposition donne d’abord s=o et u=o, 
c'est le cas précédent; ensuite elle donne aussi s et w infinis, et 
par conséquent cosà==o, À =—90°; cette valeur répond aux deux 
autres racines de l’équation en s du troisième degré, et par con- 
séquent à la position des deux autres axes. Or la première des 
équations en s et u (art. 25) devient, lorsque g et Æ sont nuls, 
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f'(u— s) (m'—n)su=0, et substituant pour s et u leurs 
valeurs, 
f (cos? —cosp*) + (m — n) cosp cosy — 0; 
mais en faisant cos} = o dans cos’ + cosu+ cosy = 1, on 
PS r . LT » 
a cosy = V(1— cosp’) = sing; et l'équation précédente se ré- 
duit à celle-ci : 
Leaf tés 


m—n ? 


tang 24 = 


laquelle donrie pour Pangle w deux valeurs dont Pune surpasse 
Pautre de go°. 

Ainsi ayant pris Paxe des x dans le premier axe de rotation, 
les deux autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des 
y et z, et feront ayec l'axe des y les angles w et m- 90°, de 
manière que les trois axes de rotation seront rectangulaires entre 
eux, comme ceux des coordonnées. On pourra donc prendre aussi 
ces deux derniers axes pour ceux des y et z; l'on aura alors =o, 
et par conséquent f’=0; de sorte que la valeur de l'intégrale 
SyzDm sera aussi nulle. 


28. Il existe donc pour chaque corps solide, quelle que soit sa 
figure et sa constitution, et par rapport à un point quelconque 
du corps, trois axes rectangulaires qui se coupent dans ce point, 
autour desquels le corps peut tourner librement et uniformément ; 
et ces trois axes sont déterminés par les conditions suivantes: 


SxyDm=0, Sx:Dm=o, Sy:Dm=o, 


en prenant ces axes pour ceux des coordonnées x, y, z. 
Lorsque ces axes passent par le centre de gravité, on les nomme 
axes principaux , d'après Euler, à qui on en doit la connaissance ; 
on les nomme aussi axes naturels de rotation, où en général, axes 
principaux , soit qu'ils passent par le centre de gravité ou non. 


29. En faisant f=0, g=0, A0, ce qui a lieu par rapport 
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aux trois axes principaux, on a aussi par les équations de l’ar- 

dl: dm dn HAN 

ticle 25, 7 —=0, J =° gr = 0, ce qui fait voir que les quan- 

tités Z, m, n sont alors les plus grandes ou les plus petites. Pour 

pouvoir distinguer les maxima et les minima, il wy aura qu'à 
dl dm: d? 

chercher les valeurs de %, g> 77 et l'on trouvera, à cause 


de 6 constante, 
dl 
dP z 


dm ==; 2((l=—=m)cos»* —(m—n)cosa*)b*, 5 


dn 
de 


= 2((n—1)cosu — (I=m)eosr je, 


= 2 ((n—71)COSA— a Have 


Donc si de m> n, la valeur de © l sera toujours négative; 


_ celle de 4 SA = toujours positive ,.et celle de a = pourra être positive 


ou jte ; par conséquent Z sera toujours un maximum, n un 
minimum, et m ne sera ni Pun ni l'autre. On voit aussi que 


Le aura toujours une valeur négative, et ceran aura. tou- 


jours une valeur positive; de sorte que la quantité Z-4+m sera 
toujours un maximum, et m-n Un minimum. 

Les quantités Z+m, l-z, mn, qui expriment les sommes 
des produits de chaque molécule du corps par le carré de sa dis- 
tance aux trois axes des z, y, x, se nomment, d’après Euler, 
momens d'inertie du Corps relativement à ces axes ; ils sont pour 
le mouvement de rotation ce que les simples masses sont pour 
le mouvement progressif, puisque c’est par ces momens qu'il faut 
diviser les momens des forces d'impulsion, pour ayoir les vitesses 
de rotation autour des mêmes axes. 

C’est par la considération des plus grands et des plus petits 
momens d'inertie, qu'Euler a trouvé les axes principaux; main- 
tenant on les détermine ordinairement par les trois conditions 


SxyDm=o, SxDm=o, Sy:Dm=o, 
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30. Puisqu’on est assuré par l'analyse de l’article 27, que Péqua- 
tion en s (art..25) a ses trois racines réelles , il sera toujours facile 
de les trouver, en comparant cette équation dégagée de son second 
terme, avec l'équation connue 


x? GX = 27° COS = O, 


dont les trois racines sont 
g == e ? — mn ọ 
27 COS 3; 27 COS (60 + £) S 2r cos (60 8) 


` À 
On aura ainsi les trois valeurs de s que nous désignerons par s; 
s’, s”, et les valeurs correspondantes x, w, u's Et si on désigne 
de même par À, 4’, à” les angles que les trois axes principaux font 
avec laxe des x, par w, w; w les angles qu'ils font avec l'axe 
des y, et par », »’, »”, ceux que ces mêmes axes font ayec laxe 
des z, on aura par les articles 24#*et 25, 


1 


cos à = —n 
Vi+s+u? 
S a 
S ME E PA 
cos 


u 
GRIT ERE” 


et Pon aura des expressions semblables en marquant les lettres à, 
m, », s, u dun trait, ou de deux. Ainsi la détermination des trois 
axes principaux pourra toujours s'effectuer par ces formules dans 
tout corps solide de figure quelconque , homogène ou non, pouryu 
qu’on connaisse les valeurs des quantités f, g, Ž, l, m, n pour 
une position quelconque donnée du corps, relativement aux axes 
fixes des x, y, z. 


En substituant ces valeurs de cos A, cos, cosy dans les trois 


équations de l’article 22, on aura les valeurs des momens 4, B, 
C qui seront nécessaires pour faire tourner les corps ayec une 


vitesse constante donnée 8, autour d’un axe fixe dans l’espace, ' 
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dont la position sera donnée par les mêmes angles A, x, v, et 
qui sera en mêmes temps un des trois axes principaux du corps, 


selon qu'on prendra pour s et u l'une des trois racines de Péqua 
tion en s. 


31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre 
eux, on pourra les prendre pour les axes des à, y/, z’ dans. les 
formules de l'article 20: On aura ainsi par la nature de ces axes 
SxkyDm=0o, SxzDm=o, S$yzDm=o; et si on fait 


l=Sx Dm, > misy Dm n =S DM, 
les trois équations de Particle cité prendront cette forme très- 
simple : | [m | 
(m H) = A, 
(l+m)o =B, 
(l r) g =C'; 
par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation 4, w, ọ' 
autour des trois axes principaux. 

Cest ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons 
indiquée dans Varticle 19. En effèt, en faisant 4=0, B=0, 
C=o0, on aura aussi (art. 20) £L =o, B'=o, C’=0; donc les 
équations précédentes donneront {= 0,4 = 0, 9 —0; puisque 
les quantités Z, mm, z ne peuvent jamais être nulles pour un corps 
de trois dimensions. D'où l’on. doit conclure qu'il ne peut y avoir 
de mouvement de rotation si les momens primitifs sont nuls. 

Quand parmi les trois momens 4’, B’, C’, deux sont nuls comme 
B' et C’, ce qui a lieu lorsque l'impulsion se fait dans le plan des 
y’, z', les deux vitesses de rotation œ, @ seront aussi nulles, et le 
corps tournera autour de laxe principal des x’ avec la vitesse 4”, 
Or, par les formules de l’article 20, on a 


A+ B" + 0" = + B+0C?, 
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à cause des équations de condition entre les quantités «, 8, y; 
a, etc.: donc faisant B=0, C'=0, on aura 4'— V( 48°C), 
et par conséquent constante; donc, par la première équation, la vi- 


tesse JL’ sera aussi constante. 


32. À l'égard des valeurs de 7’, m, n’, il sera facile de les dé- 
duireide celles de 7, m, n, f, g, k. Car les expressions de x, y, z 
ena’, y} z’ en vértu des équations de condition (art. 10, section III, 
part. 1), donnent réciproquement 


x = dx + w'y p az, 
= pat By + B'z, 
z =y tH yy ty 
Or en prenant les axes des +, y, # pour les axes principaux ; 
on voit par l’article 21, que les quantités æ, &’, a” sont identiques 
avec cos À, Cos œ, cos », et que pareillement £, 8’, 8" seront iden- 
tiques ayec cos à’, COSW, COS», et y, y’, y” ayec cos à”, cos w, 
coss”, Ainsi, en substituant les valeurs de ces cosinus données cis 
dessus (art. 50), on aura 
santy tu 
yı + s + u’ 
y — 2Hsy+uz ' 
VIF epu? 
z = NEA E 
Vits Hu? 
d’où lon tirera, en carrant et intégrant, après avoir multiplié 
par Dm, 


r lsm u'n + ash- oug + asuf 
ET 1+s+u ? 


, 14m + un + as" h + aug + 2s'u/f 
TEA 142 us ? 

, _ l4 smu” n- 2"h+au"g+ os'u'f 
n = 1 cle 5° L E Lu 


Qn trouve dans la plupart des traités de Mécanique la détermi- 
nation 
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nation des axes principaux dans différens corps; dans ceux dont 
la forme est symétrique, l'axe de figure est toujours un des axes 


principaux ; on peut trouver ensuite les deux autres par la formule 
de l'article 27. 


$ V. 


Propriétés relatives aux forces vives. 


33. En général, de quelque manière que les différens.corps qui 
composent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu 
que cette disposition soit indépendante du temps, c’est-à-dire, que 
les équations de condition entre les coordonnées des difiérens corps 
ne renferment point la variable #, il est clair qu’on pourra toujours, 
dans la formule générale de la Dynamique , supposer les variations 
dx, dy, de, égales aux différentielles dx, dy, dz, qui représentent 
les espaces effectifs parcourus par les corps dans l'instant dt, tandis 
que les variations dont nous parlons doivent représenter les espaces 
quelconques que les: corps pourraient, parcourir dans le même 
instant, eu égard à Jeur disposition mutuelle. 

Cette supposition n’est que particulière, et ne peut fournir par 
conséquent qu’une seule équation; mais étant indépendante de la 
forme du système, elle a l'avantage de donner une équation gé- 
nérale pour le mouvement de quelque système que ce, soit. 

Substituant donc dans Ja formule de l’article 5 (sect. préc.), à 
la place des variations dx, dy, d'z, les différentielles dw, dy, dz, 
et par conséquent aussi les différentielles dp, dg, dr, ete., au lieu 
des variations dp, dg, dr, ete., qui dépendent de dx, dy, dz, 


on aura celle équation sênéräle FE quelque système de corps 
que ce soit, 


(DE ESS nr Pape Qdg + Rdr- etc.) m = 0. 


54. Dans le cas où la quantité Pdp- Qdg + Rdr + etc. est 
intégrable, lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, etc. tendent 
JTéc. anal. Tome T, 37 
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à des centres fixes où à des corps du même système, et sont fonc- 
tions des distances p, g, r, etc., en faisant 

Pdp + Qdg + Rdr + etc. = dll, 


l'équation précédente devient 


s (Zret rte mme, 


dont Pintégrale est 


S (= at its dz* +n) eF; 


dans laquelle Æ désigne une constante arbitraire , égale àda:va~+ 
leur du premier membre de Péquation dans un instant donné, 
Cette dernière équation renferme le principe connu, sous lê nom 
de Conservation des forces vives. En effet, dx’ dy°+ de? étant 
le carré de l'espace que le corps parcourt dans Pinstant dt, 


dadak de sera le carré de sa vitesse, et SE pat m sa 


force vive, Donc SEE) m sera la somme des forces 


vives de tous les corps, ou la force vive de tout le système ; et on 
voit par l'équation dont il s’agit, que cette force vive est égale à la 
quantité 247 — asim; laquelle dépend: simplement des forces ac- 
célératrices qui agissent sur les corps, et nullement de leur liaison 
mutuelle, de sorte que la force vive du système est à chaque ins- , 
tant la même que les corps auraient acquise si: étant, animés par 
les mèmes. puissances, ils s'étaient mus librement chacun. sur la 
ligne qu'il a décrite. C’est ce qui a:fait donner le nom de,Conserva- 
tion des forces vives, à cette propriété du mouvement, 


35. Ce principe a lieu aussi lorsqu'on rapporte les mouvemens 
des corps à leur centre de gravité. Car en nommant comme ci- 
dessus (art. 5), x, y, z'.les trois coordonnées du centre de gravi- 
té, et faisant x =x + É, y=y +, zm 44, les coordonnées 
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£, n, & auront leur origine dans le centre de gravité. On aura ainsi 


S dx’ + dy? + dz’ + dz TE) m = dx” d Hd on 


adt? 2dt* 
d. d 
Tea EE AE 
ddr +de 
+S 2dt* 
Par la nature du centre de gravité, on a (art. cité), 


4 


d 
Sym = o, de m= o, SŽm = o. 


Donc l'équation précédente étant différentiée et retranchée de celle 
de l'article 33 , on aura 


dz'd'x + de Py did SmS (AE + dada + did't ) 2 
en Le ss Qdg + Rdr + etc.)m = o. 


Mettons à la place de Pdp+- Qdg + Rdr + etc., la quantité équi- 

valente Xdx+ Ydy + Zdz, et substituons pour dx, dy, dz les 

valeurs dx'+-d£, dy'+-dn, dx'+-d£, la dernière équation se réduira, 

en vertu des équations différentielles de l'article 3, à celle - ci: 
d£d'E + dnd°n + d'd", 

TES EF RO >) m + S(XdË + Yan Zd{)m = 0, 
qui est analogue à celle de l'article 55, mais où la quantité Xa 
+ Ydn +- Zd£ ne sera intégrable qu’autant que les forces seront 
dirigées vers les corps mêmes, du système, et proportionnelles 
à des fonctions des distances. Dans ce cas on aura 

dE + dn° +d 
s(° ; ad? a a =H, 
équation qui renferme la Conservation des forces vives, par rapport 
au centre de gravité. 


36. Au reste, il n’en est pas du principe des forces vives, comme 
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de, ceux du centre de gravité et des aires, qui ont lieu quelle que 
soit l'action que les corps du système puissent exercer les uns 
sur les autres, même en se choquant, parce -que toutes les forces 
intérieures disparaissent des équations qui renferment ,ces deux 
principes. | 

L’équation de la conservation des forces vives contient tous les 
termes dus aux forces tant extérieures qu’intérieures, et n’est in- 
dépendante que. de l'action des corps, provénant dè leur liäison 
mutuelle. Aussi ce principe a-t-il lieu dans le mouvement des 
fluides non élastiques, tant qu'ils forment une masse continue, et 
qu'il n’y a point de choc entre leurs parties; et si la quaritité de 
forces vives est la même avant et après le choc des corps élas- 
tiques, c’est qu'on suppose que les corps se sont rétablis après 
le choc, dans le même état où ils étaient auparavant; de sorte 
que les termes f'Pdp de lexpression IT, qui proviennent des forces P 
dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande 
lorsque la compression: -est à son terme , décroissént ensilte 
par degrés égaux pendant la restitution, et redeviennent nuls à 
la fin du choc. Cest uniquement dans cette hypothèse que la con- 
servation des forces vives peut avoir lieu dans le choc des corps 
élastiques. 

Dans tout autre cas, lorsqu'il y a des changemens brusques 
dans les vitesses de quelques corps du système, la force vive 
totale se trouve diminuée de la quantité des forces vives dues aux 
forces accélératrices qui ont pu produire ces changemens; et cëtte 
quantité peut toujours s’estimer par la Somme des masses multi- 
pliées par les carrés des vitesses que ces masses ont perdues, ou 
sont censées avoir perdues dans les changemens brusques des yi- 
tesses réelles des corps. C’est le théorème que M. Carnot avait 
trouvé dans le choc des corps durs. 


37. On peut aussi, dans l'équation de l'article 11 de la section 
précédente, supposer les variations dx, dy, de proportionnelles 
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aux vitesses x} yy z que les és is pàr limpülsion. On 
aura ainsi l'équation US A HO Un 


S{m (x°+y* Figg ps BEC PR 


dans laquelle la partie” smy +5) réprésente la Fret vive 
de tout le système, a siono ior iiin 

Cette „équation étant, cabinée, i avec Le trois, Éuions « de. la 
ticle 14, donne Jieu à une, propriété, de ynaximis.et, minimis rela- 
tive à la ligne autour. de, laquelle. le système, tourne, au premier, 
instant, lorsqu’il,a reçu june, impulsion: ) qu lcouque ligne,;qu’on 
peut aussi: MEME axe « de rotation spontané.. 1% 1 syiw oy 

Si on nomme æ, B, y les parties des. vitesses #1 Ps gr dé 
dépendent du changement de. position, respective; des,..corps «du 


système, et qu'on les ajoute à, celles qui rfapltens, des \Xotations 
(art. 17),,0n aura les valeurs: complètes de, Ey W z pexprimées: dires 


XJI < 


Te o a 
Supposons maintenant qu’on différentie ces valeurs, en ne re- 


é] 


gardant. que d w, ® comme: variables, -et 'quon:dénote cës diffé- 
rentielles par; la earaotóistigue dy on aura 


= zdu —7d8,. ER = ad- — SA de Eyd} - = adh, 
Or T5 trois équations de l’article + étant nultipliées respectivé= 


ment par d'@;: do, db. et ajoutées ensemble, en faisant passer 


sous. le signe:S les différentielles ‘dd, JL; qui sont les mêmes 
pour tous les corps, donnent, par la substitution des valeurs 
précédentes , Û 


, S{m(xd\x +ydy Hidi) +- x Ydy + Zdk} = 0. 


Mais l'équation de la force vive trouvée ci-dessus étant différen- 
tiée relativement à d, donne” < 


Siomaid + ydy + idz) + Xda + Op Zd} = 0. | 
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Donc omia, par la comparaison de ces deux oesi 


RA RAA) a = 05. es 
et par conséquent =} Lu) 

| ss gts) = 0; 
ce qui fait voir que la force vive que le système acquiert pardi Pim 
pülsion ), 8gp: ‘toujours? Un máximum ouii minimum, par rapport 
aüx “rotations: rélatives aux trois axes ; ; ét Comme ces trois rotations 
sé composent en uné’ rotation ‘unique autour de l'axe spontané , il 
s'ensuit que lá position de cet axe est toujours telle, que la 
force vive de tout le système est la plus ` Peg ou la phis grande, 
par. rapport: à éé’même axe: 

LEutér avait démontré cette propriété de l'axe spontané de ro- 
tation pour les corps solidés d’une figure “quelconque; on voit 
par: l'analyse précédente, qu'elle est générale pour un système de 
Corps. unis entre eux d’une, manière invariable ou non; lorsque 
ces'Corps Fegoitent des impulsions quelcoriqües. 

9T 9A. M9 3i Y. 899 911919 ] 

58. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner libre- 
ment autour d’un point,iet qui n’est‘animé par aucune force accéléra 
trice, on peut tirer. de la combinaison deléquation des: forces vives 
avec celle des aires, une relation digne d’être rémarquée par sa 
simplicité, eb qui ne l'avait pas encore été, que je sache, entre 


les vitesses de rotation 4, w,@, par rapport aux trois axes fixés 
des coordonnées;*, y, x. paisi ce cas on à simplement (art. 17) 
x e E en = (ct — yod, 
dy = ydt = (28 — æ)dt, 


dz = zdt = ( y4 — xo)dt. 


En 


Donc si on ajoute ensemble les trois dernières équations de l’article 9, 


après les avoir multipliées par 9, w, vinda qu’on fasse passer ces quan- 
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dx1 
tités sous le signé $, et qu'on substitue 7 ré ge A É! k Pa Fe 


leurs “valeurs, on aura - [ ; a 
a jf l ) Ji + AM qiti 


s (Ei EN AERAR 


C2 


mais, l'équation de Tarticle, 54 donne, lorsque, U anaia 3 


dx? + tisane) FX nor. sesoisot 
SRE) m = H. 


Donc on aura d 
Ad Bo +. @=2A, 


A, B, C étant les momeng des rees primitives gimpulsjon ,, et 
zi étant une constante arbitraire go doit être nécessairement 
positive. 

Si dans cette équation on substitue pour À, B, C les expres- 
sions de Particle 11, yC';:yC';y"C'; où Cicos}, C'cosm, C'cosn, 


et pour à œ,9®, celles de l'article 17 à cos a, Gcosg, bcosr, 
on aura msivəb (RE. à 
(cos? COS À H COS m7 cos w = coswcos r) = sit 
Dans cette: formule, Z, m, mn sont les: angles que l'axe perpendi: 
culairė au plan invariable fait avec les axes fixes des x, y, z, et 
à, m, » sont les angles que, l'axe instantané de la rotation com- 


posée, dont 8 est la vitesse, fait avec les mêmes axes’; donc si 
on nomme © l'angle que l'axe instantané de rotation fait avec l'axe 
perpendiculaireau plän'invariablè, oh aura, par üné férmule connue, 


cos a = COS 2 COS À, +- COS 77 COS =H COS 7 COS» ; 
et par conséquent bcoss = FER oùla quantité 5 est -une cons- 
tante qui dépend’dè l'état initial; cé T donne un rapport indépen: 
dant de la figure du corps, entre là! vitesse réelle de rotation à 
chaque instant, et la position de EE dé rotation relativement 
au plan inirariab}é. ; 
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Au reste, sion: prend | le plan des œx, y de manière, qu'il passe 
par le centre ‘du corps” et par la droite suivant laquelle se fait 
l'impulsion, les constantes 4 et B deviendront nulles (art. 16), 
et l'équation générale trouvée ci-dessus se rédhire” À à à Co = 2 H, 
laquelle fait. voir que la vitesse de rotation, par rapport à laxe 
des z, c'est-à-dire paralelei au plan de l'impulsion, demeure 
toujours la même, brest Sa) A 

s VI. 


TAOBH relatives & la moindre action. 


39. Nous allons maintenant considérer le atric me principe, 
celui de la moindre action. ` ? 


En nommant x la vitesse de, chaque corps. m du système, on a 


O gda $ dy dr 
Ear né née À 


et l'équation des forces vives (art. 34) devient 


s(#+n)m= H, 


laquelle, étant différentiée par rapport à à la caractéristique ^, 
donne | 
S{ud'u + M) m = o. 


Or T étant une fonction de p, g, r, etc., ona ` 


oo dE Pdp + Qg Rdr + etc. 
Donc $ ; i 


SPIP + QIY RIFE etè. jn = = Smédu . 

Et cette équation aura toujours liet, pourvu que Pdp + Qdq 
“+ Rdr + etc, soit, une quantité intégrable, ‘et que. la: liaison. des 
corps soit indépendante du temps; elle. cesserait..d’être: vraie. si 
Pune de ces conditions wayait pas lieux. s ,! : ) 

Qu'on substitue maintenant l'expression Diécédéaie dans: la før- 

mule 
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mule an de la Dynamique (art. 5, sect. IT), elle deviendra 


S dx + dues d'z — ud'u)m = o, 


Or d'axdx + dydy+dzd'z est —d.(dxdx+ dydy + d:de)—dxddx 
—dyddy— dzdðz. Mais parce que les caractéristiques d et dre- 
présentent des différences ou variations tout-à-fait indépendantes 
les unes des autres, les quantités ddx, ddy, ddx doivent étre la 
même chose que ddx, ddy, ddz. D'ailleurs il est visible que 
dxðdx + dyd'dy +d:d'dz = + d'.(dx*+-dy"+ dz*). Donc on aura 


dxdx + d'ydy + dre = d.(dxdx + dydy + ddr) 
— + A. (dx* + dy + dz’). 
Soit s l'espace ou l'arc décrit par le corps m dans le temps z; 
on aura ds = Var + dy + dz’ S Ot d= Ë. Ponc 
Paxdx + d'ydy +- dzez = d,(dxdx + dydy + sn cs dsd'äs; 
et de là 


d’z d. (dxðx + dydy+dzdz) u’ðds 
A Te dx G de Ty +7 AE ER = T& * 


Ainsi la formule générale dont il s’agit deviendra 


d.(dxdx + dydy + dzd ‘fds 
(CREER E udu) m 20); 


ou, en multipliant tous les termes par l'élément constant di = fo 
et remarquant que udds + dsdu = d. (uds), 
d. (dxðx + dyðy + dzdz 
s (oy Ei d.(uds)) m = 0. 
Comme le signe intégral S n’a aucun rapport aux signes 


différentiels d et ^, on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-là ; 
et Péquation précédente prendra cette forme, 


d. S(drðx + dydy + drdz)m Jina aE 
dt x FRY 
Méc. anal. Tome T. 58 
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Intégrons par rapport au signe différentiel d, et dénotons cette. 
intégration par le signe intégral ordinaire /, nous aurons 


SCdrdx + Poea — fS.Smuds = const. 
He t 


Or le signe f dans l'expression /J.Smuds ne pouvant regarder 
que les variables w et s, et mayant aucune relation avec les signes 
S'et d, il est clair que cette expression est la même chose que 
celle-ci, d. Sm/uds; ét si lon suppose que-dans les points où com- 
mencent les intégrales fuds on ait dx—0o, dy=0, do, il 
faudra que la constante arbitraire soit nulle, parce que le premier 
membre de l'équation devient nuk dans ces points. Ainsi on aura 
dans ce cas 


A. Sm fée S(dxd'x ss +dzðz)m. 


Donc si on suppose-de plùs: que les variations dx, dy, dz soient 
aussi nulles pour les points où les intégrales /uds finissent, on aura 
simplement d. Sm/uds=0; c’est-à-dire, que la variation dela quantité 
Sm/uds sera-nulle; par conséquent cette quantité sera un maximum 
ou un minimum. 

De la résulte donc ce théorème général, que dans le mouvement 
d'un système quelconque de corps-animés par des forces mutuelles 
d'attraction, ou tendantes à des centres fixes , et proportionnelles à 
des fonctions quelconques. des. distances: les courbes: décrites par les 
différens corps, et leurs vitesses, sont nécessairement telles, que la 
somme des produits de chaque masse par l'intégrale de la vitesse 
multipliée par élément de la-courbe est un-maximum, ôu un mi- 
nimum, pourvu que lon regarde les premiers et les derniers points 
de chaque ‘courbe comme donnés, ensorte que les variations des 
coordonnées répondantes âà ces points soient nulles. C’est le théorème 
dont nous avons parlé à la fin dè la première section, sous le 
nom de Principe de la moindre action: 
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4o. Maïs ce théorème ne contient pas seulement une prôpriété très- 
remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir à déter- 
miner ce mouvement. En effèt, puisque la formule Sm/xds doit être 
un maximum OÙ un minimum, il my a: qu'à chercher par la mé- 
thode des variations , les conditions qui peuvent la , rendre telle ; 
et en employant l'équation générale de la conservation des forces 
vives, on trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour 
déterminer le mouvement de chaque corps. Car pour le maximum ou 
minimum , il faut que la variation soit nulle, et que par conséquent 
on ait d.Sm/uds— o; et de là en pratiquant dans un ordre ré- 
trograde les opérations exposées ci-dessus, .on retrouvera la même 
formule générale d’où Pon était parti. 

Pour rendre cette méthode plus ‘sensible ; mous’ allons l’exposer 
ici en peu de mots. La condition du maximum où minimum donne 
en général d.Sm/uds—=0, et faisant passer le signe différentiel 4 
sous. les ‘signes -S et f (ce qui est évidemment permis par la nature 
de ces différens signes), on aura: l'équation Sm/S\(uds) = 0, 
ou bien, en exécutant la différentiation par d, 


Sm/(dsdu + udds) = o. 


Je considère d’abord la partie Sm/dsdu; en mettant pour ds sa 
valeur udt, elle devient Sm/ududt, ou changeant l’ordre des signes 
S et / qui sont absolument indépendans Pun de l’autre, fdtSmudu. 
Or l'équation générale du principe des forces vives donne (art. 54) 


Sum = 2H —98.[Im, dll étant = Pdp+-Qdg+-Rar+-etc.; donc 
différentiant suivant d', on aura 


Sudum =— SIIM =— S(Pd\p + Qd' + Rdr + etc.)m, 


parce que IL.étant supposée une fonction algébrique de p, g, r, etc., 
la différentielle AT est la même que la 4H, en changeant seule- 
ment d en d. Ainsi la quantité Sm/dsdu se réduira à.cette forme, 


— dtS (Pdp + Qdq + Rdr + etc.)m. 


Je considère ensuite l'autre partié Sm/zd\Ws; et jy substitue à 
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la place de ds sa valeur exprimée par des coordonnées rectangles , 
ou par d'autres variables quelconques. En employant les coordon- 
nées rectangles +,.7 z, m:a ds = Vda F dy’ dz’; donc dif- 
férentiant suivant ^, d'ds = RS vd , où bien, en 


transposant les signes d, d, et ‘écrivant dd au lieu de dd, ce qui 
est toujours permis à cause de l'indépendance de cès signes, 
dxddx + dydèy + dzd 28 À 

d'ds TD Em on aura (ainsi, en substituant cette 


valeur, et mettant ds à la place de ie 
fl nr: EU EE dzdòz: 


Comime:il se trouve ici sous le signe intégral /,1'des: différen- 
tiellés des variations dx, d'y, dz, il faut les faire disparaître par 
l'opération connue des intégrations par, parties, suivant les prin- 
cipes: dé la méthode des variations. On transformera donc la’ quan- 


tité + dedi en celle- -ci, qui lui est équivalente, 
dx dx 
x dcx — fdxd. >? 


‘et supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en- 
sorte que les coordonnées qui répondent au commencement et à 
la fin de NUE , ne varient point, on aura mory 


drdèx [Sad z‘ On trouvera de même [FR SR = =/dy de PA 


5hdt 9 
et pareillement [= db 


transformée! 


põua Dfa Pa. Da. E 


= Je ; de sorte qu'on aura eette 


Donc la quantité Sm/udds déviendra, en transposant les signes S 
et /, et supposant dé constant, 


— [us (dxd 75 + dyd. Peh dd. 15 m; 
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L'équation du maximum ou minimum sera donc 
FA + Qdq + Rer + js | 
m=0 
+ dxd. Ep dyd. X + dza. Ta ? 
laquelle devant avoir lieu en général pour toutes les variations 


possibles, il faudra:que la quantité sous le signe / soit nulle à chaque 
instant ; on aura ainsi l'équation indéfinie 


S (Pdp + Qd'q + Rr + pe 
+ dyd. LE + dyd. j A PAIE S Ii) =o, 


Sus l 


équation qui est la même chose que la formule générale de la 
Dynamique (art. 5, sect. II), et qui donnera par conséquent, 
comme celle-ci, toutes les équations nécessaires pour la solution 
du problème. 


41. Au lieu des coordonnées x, y, z, on peut employer d’autres 
indéterminées quelconques, et tout se réduit à exprimer l'élément 
de l'arc ds en fonction de ces indéterminées. Quon prenne, par 
“exemple, le rayon ou la distance rectiligne à l’origine des coordon- 
nées, qu’on nommera p, avec deux angles, dont Pun 4 soit Pincli- 
naison de ce rayon sur le plan des x et y, et Pautre ọ soit l'angle 
de la projection du même rayon sur ce plan avec laxe des +, on 
‘aura z= psin À, y =p cos 4 singo, w= p cosy} cos®, et de là on 
trouvera ds*=dx"+dy°+ dz°—= dj’ p (d4 cos4*do*), expression 
qu'on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. Diffé- 
rentiant donc par d, et changeant dg en dò, on aura dsdds 


= dpdd} + pld + cos d"dg*) dp + Fées — sind cos dd d} 
+ cos ẹ4^dpdðp); d’où en divisant par dt = 5, et en intégrant on 
aura 

fud ds = fr p Et 


p° (ddd "(d}dð} — sin |} cos R + cos. l'dgdèe) 
Dig IRAN INT TNT | 


S 


302 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

On fera disparaître de dessous le signe / les doubles signes dd’, 
par des intésrations par parties, et on rejettera d’abord les termes 
qui contiendraient des variations hors du signe /, parce que ces 
variations devant alors se rapporter aux extrémités de l'intégrale, 
devieunent nulles par la supposition que les premiers et derniers 
points des courbes décrites par les corps soient donnés et inva- 
riables. On aura ainsi cette transformée 


fud'ds =—fduðs = — [TS — p E E Jp 
+ (EE + aE) d + a Se |; 


par conséquent l'équation du maximum Où minimum sera 


Pòp + Qd'q + Rdr+ etc. 
d dy> s J’do’ 
fus {+ (a. — Lez te J EN dp + 


p° sin cosaid? pd} cos +L’dp 
(EE +2. ee) dard de sọ 


Égalant à zéro la quantité qui est sous le signe /, on aura une 
équation indéfinie , analogue à celle de l'article précédent, mais 
qui, au lieu des variations dx, d'y, d'z, contiendra les dp, dO, d'ap; 
et on en tirera les équations nécessaires pour la solution du pro- 
blème, en réduisant d’abord toutes les variations au plus petit 
nombre possible, faisant ensuite des équations séparées des termes 
affectés de chacune des variations restantes, 

En employant d’autres indéterminées, on aura des formules 
différentes, et on sera assuré d’avoir toujours dans chaque cas 
les formules les plus simples que la nature des indéterminées puisse 
comporter. Voyez le second volume des Mémoires de l'Académie 
de Turin , où l’on a employé cette méthode pour résoudre différens 
problèmes de Mécanique. 


42, Au reste, puisque ds =udt, la formule Sm/uds, qui est un 
maximum OÙ un minimum, peut aussi se mettre sous la forme 
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Smidt, où fdtSmu*, dans laquelle Smw exprime la force vive 
de tout le système dans un instant quelconque. Ainsi le principe 
dont il s’agit, se réduit proprement à ce que la somme des forces 
vives instantanées de tous les corps, depuis le moment où ils partent 
des points donnés, jusqu'à celui où ils arrivent à d’autres points 
donnés , soit un maximum Ou Un minimum. On pourrait donc 
l'appeler avec plus de fondement, le principe de la plus grande ou 
plus petite force vive; et cette manière de l’envisager aurait Payan- 
tage d’être générale tant pour le mouvement que pour l'équilibre, 
puisque nous avons vu dans la troisième section de la première 
Partie (art. 22), que la force vive d’un système est toujours la 
plus grande ou la plus petite dans la situation d'équilibre. 
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D 


QUATRIÈME SECTION. 


Équations différentielles pour la solution de tous les 
problèmes de Dynamique. 


1. La formule à laquelle nous avons réduit, dans la seconde 
section, toute la théorie de la Dynamique, n’a besoin que d’être 
développée pour donner toutes les équations nécessaires à la so- 
lution de quelque problème de cette science que ce soit; mais ce 
développement, qui n’est qu’une affaire de pur calcul, peut encore 
être simplifié, à plusieurs égards, par les moyens que nous allons 
employer dans cette section. 

Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent 
dans la formule dont il s’agit, au plus petit nombre possible, par 
le moyen des équations de condition données par la nature de 
chaque problème; une des principales opérations est de substituer 
à la place de ces variables des fonctions d'autres variables. Cet objet 
est toujours facile à remplir par les méthodes ordinaires; mais il 
ya une manière particulière dy satisfaire relativement à la for- 
mule proposée, qui a l'avantage de conduire toujours directement 
à la transformée la plus simple. 


2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu'il 
faut considérer séparément. 
La première contient les termes 


d’ d d’ 
s (e ds +5 dy + F de)m, 
qui 
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qui proviennent uniquement des forces - résultantes de l’inertie 
des corps. 

La seconde est composée-des termes 

S(Pdp + Qd'q + RST etc.) m, 
dus aux forces accélératrices P, Q, R, etc., qu'on suppose agir 
effèctivement sur'chaque corps; suivant les lignes p, gy r; ete., 
et qui tendent à diminuer ces „lignes. La somme de ces deux 


quantités étant égalée à: zéro ; constitue la formule générale-de Ja 
Dynamique (sect. IJ, art. 2 


5. Considérons dabra la rihl DER date EN il 
est clair que si on y ajoute celle-ci dxddx + dyddy + dzdðz, la 
somme sera intégrable, et aura pour ra didi-tdydy+-drdz. 
D'où il suit que l’on a 


dids eydy ide = à: (did + da à a 0 
TM ee dj Med. 


Or le double signe dd étant équivalent à dd, par les Re connus, 
la quantité :dxdd\x + dyddy + dzddz peut se réduire à la forme 
dxd'dx + dyddy +dzðdz, c'est-à-dire, à + d'.(dx + 4 de). 
Ainsi on aura cette réduction 


Paxdx + dydy + dede = d. (ddw + dydy + dd) 
— į (dx + dy" + dz°) ; 
par laquelle on voit que pour ,calculer. la quantité, proposée: d'xd\x 
+ d'ydy+d'zde, il suffit de calculer ces deux-ci, qui ne con- 
tiennent que des différences premières, dxd% 4 dydy + dde) 
dx*+ dy*+de*, et de difiérentier ensuite Pune par rapport à d, 
et Pautre par rapport à ñ. 


4, Supposons donc qu'il s’âgisse de substituer à Ta. place’ des va- 
riables) x;y; z, des fonctions données d’autres variables £ » Ÿ, 
Méc. anal. Tome I. 59 
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gieti; différentiaht. ces fonctions} ohaura des: expressions de 1a 
forme 

dx = A +iBd + Clg ete, 

dy = A'd + B'd4 -+ C'do +-.etc. ; 

d = A'd + B'd,+ C'dp+ ete., 
T lesquelles A, A} A", B; B', eteo seront des fonctions con- 
nues des mêmes ‘variables #;: 4, ©, etc.; ‘et les valeurs de dx, 
d'y; dz seront éxprimiées aussi de la même manière ; en changeant 
seulement 4 en d\ 

Faisant ces substitutions dans la quantité dxdx + dydy + dzd% , 

elle. deviendrä de. cetté forme, 


FE + G(déd + Aé) + Ha. 
+ I(dédp + dpdé) + etc. 
où F, G, Z, I; etc, seront des fonctions finies-de £, 4, ,@, etc, 
Donc changeant d'en d, on aura aussi la valeur de dx°+-dy"-dz*, 
laquelle sera 
Fd£* + 2GdEdb + Ha 4 TEAD + ete: 
~ Qu'on différentie par d la première de ces deux quantités, on 
aura la différentielle 
d.(Fd£) X dé + FdEdE + d.(GdE) x A4 
+ d.(Gdd)x JE + Gé dd + Gdẹaðg 
+ aay) SY Hd dd} + etc.; 
différentiant ensuite. la seconde, par d\,.on aura celle-ci, 
SFE + SFS + 2d'Gdéd\ + 2C ANS dE 
LE 2G ES} + Hd’ + 2H4LS dt + etc. 


Si donc on retranche la moitié de cette dernière différentielle de la 
première, et qu’on. observe que dd et Aa sont la même chose, 
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on aura.. 


d. (FE) x JE AFE d (GE) % db 
+d.(Gdÿ) x dE i d'Gdédi +14, (Hd) x di 
— dH dhai etoh, [as 
pour la valeur transformée de la quantité d'adxtdyJy edzd. 
Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement 
de la dernière différentielle , en divisant tous les termes par 2, en 
changeant les signés ‘de ceux qui ne contiennent point la Done 
caractéristique ^d, et en:effaçant dans les autres la d après la d\, 
pour l'appliquer aux quantités qui multiplient les doubles différences 
affectées de dd. Ainsi le terme J'Ad£* donne — + SAGÉ*, le terme 
2Fd£d'd£ donnera d.(FdË) x d'£, leterme 2 dd} donnera 
— J'Gdéd}, le térme 2Gdd\d£ donnera d. (Gad) X dé, et ainsi 
des autres, 


5. D'où, il s'ensuit que si on désigne par ® la fonction de £, 4, 
Q, etc.; et de dE, d}, dø, etc., dans laquellè se transforme la 
quantité 3 + (dx° + dy*+dz*) par la substitution des valeurs de », 
y) 7, en EN, @, ètc, on aura én général cetté transformée 


dad'x oa praga où Pzd'z 
a F3 Soh dre Me) SE re lan k dd o 
il e pch eigna ne) IEE Be 91H 
en dénotant, suivant ER par g % Le coefficient de dé dans la 
différence ^O, par ms Œ > le coefficient de d'd£ dans la même difé- 


rence; et ainsi des autres, 
6. Ce qu'on vient de trouver d’une manière particulière , aurait 
pu lêtre plus simplement et plus LS PE ie les principes 
de la méthode dés variations: ~ < 
Soit en effet ® une fonction quelconque de m y zetc., dx, dy, 
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dz, dx, dy, d'z, etc., etc., laquelle devienne une fonction de £, 
$, Q, etc; dé, di) de, eté.; dE, df,d@, etc), ctc., par la 
substitution dés valéurs-deix, p, z, etc., exprimées en-£, 4, 
@, etc.; en différentiant par FLE à d'y'ontaura cette ‘équation 


identique, 
Der ds aff amp = dx + etc. 
+R dy Ho Le y dy + ete. 
5 pe deb ir 39 54e Lu = dr + etc. 
‚etc. 
TA Le zay e a e is 
+ TE d'd£ + “ae pa Ans dg ? Sdo + etc. 
i Harp ee E i addo etc. 
ete. 


Qu'on y change, les doubles signes dd, da, etc., en leurs équi- 
yalens dd, d'd\, etc.; qu'ensuite on intègre par rapport à d, et 
qu'on fasse 'dippaieitre, par des intégrations par parties, tous les 
doubles signés dd, £S; etc:, sous le signe intégral / qui se rap- 
porte au signe différentiel d; on aura une équation de\cette forme, 


TO] 49 


el à [idda + Boy de Ca + le) + Z 
"ap PAAIE THANE DE E 2 


Shol iofte09 isa Dh 2oue1lih 


dans liqueilé” ”? LE à a 
pipe D di + d m ET | 
2 = a a= Ziy — ‘etc. 
Des z dyd: + dr TT 


“ete. 19 
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òt 
JET 
, __ do 
B GALE 
do 


A = 


òd 
d: Sd —- d. 


db £ 
dg t E 


òd 
sdg 

b 
sdiq 


— etc. 


—, etc. 


ce. aaee 


etc. 


Z= EE. 


zy (i 


T C rs 


etc. 
itka Re) 
i ce 


a ÒO 
‘Sdp T degg — etc: 


rs sas Ge ddx + etc. 
d.y y T AE icti ddy + etc. 


8 


dys + etc.) JE + iag dd% + etc. 
dr + ete.) dp e dd + etc. 


re JP -+ etc. 


dx + + etc.) de + a ddz du etc. 


-H 


etc. 


Donc redifférentiant et transposant, on aura l'équation 


Le — de + etc.) dp Am: PT 


Asx + Bdy + Cds + 
=.dZ2" m dZ , 


etc. — A'E 


“tj 


300 


— B'I — C So — etc, 


laquelle doit! être identique et'avoir lieu: quelles que soient les 


variations ou différences marquées par la lettre d, 


Ainsi puisque le second membre de cetté équation ést une dif- 
férentielle exacte par rapport à la caractéristique d, il faudra que 
le premier membre en soit une aussi par rapport à la même ca- 
ractéristique, et indépendamment de la caractéristique. d; or c’est 
ce qui ne $e peut, parce que les termes de ce premier membre 
contiennent simplement : les variations dx, dy,.dz, ete., JE, 


dp, ete., et nullement es différentielles de ces ‘variations. 


D'où il suit que pour que l'équation puisse subsister, il faudra- 
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nécessairement que les deux membres soient nuls chacun en par- 
ticulier; ce qui donnera ces deux équations identiques, 


Asx + Bdy + Clr ete. = AE + BA  C'J'o + etc. 
UZ 42; 
lesquelles peuvent être utiles dans différentes occasions. 
Soit, par exemple, ® = Ņ(dx* + dy*+ dz’), on aura n = 0; 


òb òp 
ia dx , dx = 0» etc., et ainsi des autres quantités sem- 


blables; donc 
A=— dx, B=—dy, C=— dz; 


ensuite comme ® ne contient que des différences du premier ordre, 
on aura Simplement 


P — — 
òp òD 
B= F} dyag? 
7 Òb do 


Donc on aura l'équation identique 


— dxs — d dy — dede MLL R 
pe) dE (B dpe) 
HÈT di) Iet ete 


Il 
| 
& 


qui s'accorde avec celle de Varticle 5. | 
7. Il résulte de là que pour avoir la valeur de la quantité 
De dx +S T me de Nm, 


en fonction. de £, 4, ®, etc. il suffira de chercher la ‘valeur de 
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la quantité 


- en fonction de £, 4, ®, etc.; et de leurs différentielles; car nom- 
mant 7' cette HAS on aura sur-le-champ la transformée 


(a —5 z JE + (din — S) 
+ (a — SE rs 


Et cette transformation aura lieu également, quand même parmi 
les nouvelles variables il se trouverait le temps ż, pourvu qu’on le 
regarde comme constant, c’est-à-dire, qu'on fasse = o. 

De plus, il est facile de voir qu’une pareille transformation aura 
lieu aussi dans le cas où les variations dE, JL, do, etc. ne se- 
raient pas des différentielles exactes, pourvu qu’elles représentent 
des quantités indéterminées, et que la variation d'Z' soit de la 
forme 


TT DE + De IE HT SN H ET ADY + etc, 


quels que soient d’ailleurs les coefficiens P GE ; ge etc. 

8. Au reste, ilest bon de remarquer que si l'expression de 7 
renferme un terme 44, qui soit la différentielle complète. d’une 
fonction Æ dans laquelle une des variables, comme £, rentre que 
sous la forme finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée 
précédente, relativement à cette variable. Car faisant 


| d 
Te dA =} + dẹ + etc., 
dA ST ST ra 
JT RE "di 
EE dr EE E tHg OY + ete 


d'A d'A dA 
== dE dë FER dy + etc. si à 


on a 
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pare d. Fe sé E coefficient fe #41 , deviendra = Te T 
q. = 


IL s’énsuit de là que si l'expression de P contenait un termè 
de la forme BdA, A étant fonction de £, 4, etc., sans dé; 
et B une fonction quelconque sans £ , ce terme donnerait sim- 


plement, relativement à la variation de £, le terme dB A 
Car donnant au terme B44 la forme d.(BA) — AdB, on voit 

d’abord que le terme d.(B4) ne donnerait rien relativement à la 

variation de £, puisque 4B contient £ sans d£; ehsuite comme 


dB ne contient point £ ni dé, et que 4 contient £ sans A» on 


; ÒT QT 
voit qu’en faisant 7=——4dB ; on aura 1 et na =— AB; 


de sorte que le coefficient de ^% se réduira à SE 4 dB, 


g. A l'égard de la quantité Pdp +Qsg + RJ'r+ete., elle esttou- 
jours facile à réduire en fonction de £, ~}, Q, etc., puisqu'il ne s’agit 
que Qy réduire séparément les expressions des distances p, g, 7, etc., 
et des forces P, Q, R, etc. Mais cette opération devient encore 
plus facile, lorsque les forces sont telles, que la somme des momens, 
c’est-à-dire la quantité Pdp + Qdq + Rdr+ etc., est intégrable, 
ce qui, comme nous l'avons déjà observé, est proprement le cas 


de la nature: 
Car supposant, comme dans l'article 54 de la section LT, 


di = Pdp + Qdq + Rdr + etc., 
on aura I exprimé par une fonction finie de p, g, r, etc.; par 
conséquent on aura aussi 


SI = Pdp + Qq + Rdr + etc. 


Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du 


“système, on aura 
S 
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S(Pdp + Qdq + Rdr + etc.)m = SANM = A. STIM, 


puisque le signe S est indépendant du signe d\. 

Il n’y aura ainsi qu’à chercher la valeur de la quantité STIm 
en fonction de £, 4, @, elc.; ce qui ne demande que la substi- 
tution des valeurs de x;y, z en £, 4, @, etc., dans les expres- 
sions de p, g, etc. (art. 1, sect. IT , part. I); et cette valeur de 
ST étant nommée 7”, on aura immédiatement 


dr dy dy 


10. De cette manière, la formule générale de la Dynamique 
(art. 2) sera transformée en celle-ci : 


EE + EM + So + etc. = 0, 


dans laquelle on aura 
pont dei TU 
FR ne En 
ur DS Listes Len 
Pas Re 


ôT T EYA 
Fa E E 
etc., 


en supposant 
ES (EEEN m, y = Sm, 


sdi’ 


et dI = Pdp + Qdq +- Rdr -+ etc, 


Si les corps m et m’ du système, regardés comme des points , 
dont la distance mutuelle est p, s’attiraient avec une force accéléra- 
trice représentée par P fonction de p, il est facile de voir que le 
moment de cette force serait exprimé par mm'Pdp, et il faudrait 
ajouter àla, valeur de 77 la quantité mmfPdp; et ainsi il y 
ayait dans Je système d’autres forces d'attraction mutuelle. 

En général, si le système renfermait des forces quelconques Z, 

Méc. anal, Tome T. 49 
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G., etc., tendantes à diminuer la valeur des quantités f, g, ete., on 
aurait Fdÿ, Gdg, etc., pour les momens de, ces forces (art. 9, sect. IT, 
part. I); et en regardant F comme fonction de f, G comme fonction 
de g,etc., il faudrait ajouter à la valeur de 7 autant de termes de 
la forme /Fdf, [Gdg, etc., qu'il y aurait de pareilles forces. 

Or si, dans le choix des nouvelles variables £ , A, ®, etc., on a eu 
égard aux équations de condition données par la nature du sys» 
ième proposé, ensorte que ces variables soient maintenant tout- 
à-fait indépendantes les unes des autres, et que par conséquent 
leurs variations d'£, dl, d'o, etc., demeurent absolument indé- 
terminées, on aura sur-le-champ les équations particulières &=o, 
Y=0, =o, etc., lesquelles serviront à déterminer le mouve- 
ment du système; puisque ces équations sont en même nombre 
que les variables £, 4, @, etc., d'où dépend la position du sys- 
tème à chaque instant. 


11. Mais quoiqu’on puisse toujours ramener la question à cet 
état, puisqu'il ne s’agit que d'éliminer, par les équations de condi- 
tion, autant de variables qu’ellés permettent de le faire, et de 
prendre ensuite pour #, $, ®, etc. les variables restantes; il peut 
néanmoins y avoir des cas où cette voie soit trop pénible, et où 
il soit à propos, pour ne pas trop compliquer le calcul, de con- 
server un plus grand nombre de variables. Alors les équations de 
condition auxquelles on: maura pas encore satisfait, devront être 
employées à éliminer dans la formule générale, quelques-unes, des 
variations d, db, etc.; mais au lieu de l'élimination actuelle, 
on. pourra aussi. faire üsagede la: méthode: des multiplicateurs!, ex- 
posée dans la première Partie (sect. LV). - 

Soient Z=0, M= o N=o, etc. les équations dontil s'agit, 
réduites én fonctions de £, 4, 0, etc., ensorte que Z M, N, etc! 
soient des: fonctions données de.ces variables, On éjoutéra' au prei” 
mier mémbre de la formule générale (art. précéd.)°la quantité 
ASL ud MHVON 2H etc, dans laquelle À, x) r, etc. sont des 
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coefficiens indéterminés; et on pourra regarder alors les varia- 
tions dé, db, dO, etc. comme indépendantes et arbitraires. 

On aura ainsi l'équation générale 


EVE HF + DJ + ete. + ASL HAT H ÊN + etc. = 0, 
laquelle devant être vérifiée indépendamment des variations dé, 


S, d, etc., donnera ces équations particulières pour le mou- 
vement.du système, 


ko ÒL dM ÒN 
SPAM EPA roles 0, 


t AH HAS EH? SI + etc. 


I 


0; 


ÒL ÒM èN 
OA T A T A ANNA 
etc., 


d'où il faudra ensuite éliminer les inconnues à, 4, », etc., ce qui 
diminuera d’autant le nombre des équations; mais en y ajoutant 
les équations de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, 
on aura toujours autant d'équations que de variables. 


19. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus 
ou moins simples, et surtout plus où moins propres pour Pin- 
tégration, il west pas indifférent sous quelle forme elles se pré- 
sentent d’abord; et c’est peut-être un des principaux avantages de 
notre méthode, de fournir toujours les équations de chaque pro- 
blème, sous la forme la plus simple, relativement aux variables 
qu'on y emploie, et de mettre en état de juger d'avance quelles 
sont les variables dont l'emploi peut en faciliter le plus linté- 
gration: Voici pour cet objet quelques principes généraux, dont 
on verra ensuite l’application dans la solution de différens pro- 
blèmes. 

Il est-clair, par les formules que:nous venons de donner, que les 
termes différentiels des équations pour le mouvement d’un système 
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quelconque de corps, viennent uniquement de la quantité 7' qui ex: 


., dr? 2 2 y 
prime la somme de toutes les quantités Hd te m, relative- 


ment aux différens corps; chaque variable finie, comme £, qui 


entrera dans l'expression de 7! donnant le terme — Sz et chaque 


variable différentielle, comme d£, donnant le terme dE D'où 


Pon voit d’abord que les termes dont il s’agit ne pourront con- 
tenir d’autres fonctions des variables, que celles qui se trouveront 
dans l'expression même de 7'; par conséquent si en employant des 
sinus et cosinus d’angles, ce qui se présente naturellement dans 
la solution de plusieurs problèmes, il arrive que les sinus et cosinus 
disparaissent de la fonction 7, elle ne contiendra alors que les diffé- 
rentielles de ces angles, et les termes en question ne contiendront 
aussi que ces mêmes différentielles. Ainsi il y aura toujours à gagner , 
pour la simplicité des équations du problème, à employer ces sortes 
de substitutions. 

Par exemple, si à la place des deux coordonnées x, y, on emi 
ploie le rayon vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées; 
et faisant avec laxe des x l'angle ọ, on aura x=rcos®, y=rsin®, 
et différentiant dx=—=cos@dr—rsingd®, dy =sin pdr- r cos ou? ; 
donc dx" +-dy* = dr" + r*de", expression fort simple qui ne con- 
tient ni sinus, ni cosinus de g , mais seulement sa différentielle gp: 
De cette manière, la quantité dx°+ dy°+4-dz" se trouvera changée 
en r*d@"+ dr? + dz’. í 

On pourrait encore substituer au lieu de r et z, un nouveau 
rayon vecteur p ayec l'angle 4 que ce rayon fait avec 7 qui en | 
est la projection; ce qui donnerait r=p cos, z==p sin, et par 
conséquent dr* + dz’ = dp- p'd*; de sorte que la quantité 
dx°+dy°dz serait transformée en celle-ci: p(cosddp"+-d4")+-dp". 
Ici il est clair que p sera le rayon mené du centre des coordon: 
nées au. point de espace où est le corps: , «sera l’inclinaison 
. de ceragon surle plan des x ctiy, et @ l'angle de la projec- 
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tion de ce rayon sur le même, plan, avec, laxe;.des x; et l'on 
aura, comme dans l'article 4 de la section II, 
& =p cosi cos? , um cosh sing, sze pisin nb 
Enfin on pourra employer à volonté dautres substitutions, et 
lorsque le système est composé de plusieurs corps, on pourra 
les rapporter immédiatement les uns aux autres par des coordon- 
nées relatives; les circonstances de chaque problème. indiqueront 
toujours celles qui seront le plus propres. On pourra même, après 
avoir trouvé, d'après une substitution, une, ou quelques-unes des 
équations du problème, déduire les autres d’autres substitutions ; 
ce qui fournira de nouveaux moyens de diversifier ces équations, 
etde trouver les Plus, simples et les plus. faciles à à intégrer. 


15. Les autres termes des équations dont il s’agit dépendent des 
forces accélératrices qu’on suppose agir sur les corps, et des équa- 
tions, de condition qui doivent subsister entre les variables relatives 
à la position des corps dans l'espace. | 

Lorsque les forces P,Q, R, etc. tendent à Rte centres fixes ou 
à des corps du même système, et sont proportionnelles è à des fonc- 
tions quelconques des distances, comme cela a lieu dans la nature, 
Ja quantité, 7” qui exprime la somme des quantités m/(Pdp+Qdq 
+ Rdr+etc.) pour tous les corps m du système, sera, une. fonc- 
tion algébrique des distances, et fournira pour, chaque Por E 


dont elle se trouvera composée, un terme fini de la forme 7 GE 
De même les équations-de condition Z/=0, M=o, etc. four- 


piront pour la même yariable.£ iles termes À Fes HT ;-etc., et 


ainsi des autres. :De sorte qu’il n’y aura qu’à ajouter à la valeur 
de Z les quantités AZ, uM, etc., en regardant ensuite À, x, etc. 
comme constantes dans les aférentiatons. end. 

Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction 
T, entrent point dans 7’, ni dans Z, Metc.3 les équations re- 
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fatives à ces variables ne contiendront que des termes différentiels; 
et l'intégration. n’en sera que plus facile’, surtout si ces variables 
ne se trouvent -dans 7! que sous la-forme différentielle. C’est ce qui 
aura „lieu lorsque les corps étant attirés vers des centres, on pren- 
dra les distances à ces centres, et les angles décrits autour d’eux 
Pour coordonnées. 


14. Une intégration qui a toujours lieu lorsque les forces sont 
des fonctions de distances, et que les fonctions 7, Y, L, M, ete. 
ne contiennent point la variable finie ż, ést celle qui donne le 
principe de la conservation des forces vives. Quoique nous ayons 
déjà montré comment ce principe résulte de notre formule générale 
de la Dynamique (sect. IIT, art, 54), il ne sera pas inutile de faire 
voir que les équations particulières déduites de cette formule, four: 
nissent toujours une équation intégrable, qui est celle de la con- 
servation des forces vives. 

Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant cha- 
cune de la forme (art. 11) 

ae te HAT USE He, 
si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les diffé- 
rentielles respectives dE, d}, etc., et qu'on fasse attention que les 
quantités 7, L, M, etc. sont par l'hypothèse des fonctions algé- 
briques des variables £, 4, etc. sans ż, il est clair qu'on aura 

l'équation 
(a — SE) dé +(a:57 D huge 
ARE 
e E ERE R E A | Ç 


mais Z—0o, M—o, etc. étant les équations de condition, on 
aura généralement d£—=o, dM=o, ete. ; par consequent l'équa- 
tion précédente se réduira à 


(ae %e ) dé + etc. drio 


sEdONDE PARTIE, SECTION" fy. S19 
Or on a | 


Ed de se en ENT 


ét comme 7 est une fonction algébrique des variables ê 2 Cr ele. 
et de leurs différentielles dé, dy, etc. Sans ż, on, aurá 


; ÿ ar = 2 PEUR HT Faya fers 


i 


diie 'éstioh deviendra: 1998, XH8. 1 
d, (Rat Labor ar = 0, 
laquelle est évidemment intégräble; et dont l'intégrale dise 


isë yi 


sg E ag Y eti T4 =i une constante, 


dz 
Maintenant puisque T=S$ AR nee m, il est évident que 


quelques variables qu'on substitue pour x, y, z, la fonction résul- 
tante sera nécessairement homogène. et de, deux, dimensions, rela- 
tivement aux fon dsi RES variables; donc, par, le théorème 


connu , On aurai SpA dé re sat La “gt: == 27. Donc: intégrale 


irouvéé séra simplement T- V2 Const. , laquelle contient le prin- 
cipe de la conservation des forces YVES (Sect. IIT, art. 54). 
* si la Fe P wétait pásli tihe fonicniott algébrique, on n'aurait 


pas d7 = Æ dE. etc. , et si les quantités T, L, M, etc. conte- 
näienti aussi ia iriable FA dite leurs: ciérentidls dT da 


an, ete. contiendraient aussi les térmès Sd LUE dt, zA lat, etc. ; 


[i 
done les réductions qui ont rendu (PS intégrable n'auraient 
plus lieu, ni par ‘conséquent le principe de la conservation des 
forces vives. | 


195 sl 55 Jmo1b9qDb HAT SI 


ai, Quoique lé Hiéortiié Sur 1 deg hoinogénes dont 


$) 
nous ‘venons de parler, soit démontré dans diférens ouyr ages, et 
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qu'on puisse par conséquent le supposer comme connu, la démons- 
tration que voici: est sisimplé, que je ne crois pas devoir la sup- 
primer. Si- F est une fonction, homogène de différentes variables +, 
+, etc., et qu'elle soit de la dimension n, il est clair qu’en y mettant 
ax, ay, etc. à la place de x, y, etc., elle deviendra nécessai- 
rement a"Æ, quelle que soit là quantité 4. Donc faisant «=1-+a, 
et regardant « comme une quantité infiniment petite, l’accroisse- 
ment infiniment petit de F dû aux accroissemens linfiniment petits 
ax, «y, etc. de x, y, etc. sera nef. Mais en faisant varier x, 
y, etc., de ‘ax, gy, on à en général ‘pour la variation de F, 
ax + z ay -+ etc. Donc égalant ces, deux expressions de lac: 
croissement de F, et divisant par æ, on aura 

nF = E xH FI -+ etc. 

. | | | | ji 

16. L'intégrale relative à Za conservation des forces vives cst 
d'une grande utilité dans la solution dés problèmes de Mécanique, 
surtout lorsque la fonètion 7" ne contient que la différentielle d’une 
variable qui ne'se trouve point dans la fonction 73; car cette 
intégrale, servira alors à à; déterminer, cetten même yariable , et à Péli- 
minér des équations différentielles, 

A l'égard des intégrales qui, se rapportent à à la conservation du 
mouvement du centre, de gravité, et au principe des aires , el que 
nous ayons déjà trouvées d’une manière générale dans la section 
troisième, ellesse présenteront d’elles-mêmes: dans la solütion dë 
chaque problème, pourvu,.qu'on ait isoin; ;dans le choix des va- 
riables , de séparer. le mouvement à ‘absolu du système , des mouve- 
mens relatifs des corps eutre eux, ainsi que nous l'avons fait dans 
la section citée. j 

Les autres intégrales dépendront de la nature dés équations 
différentielles. de e chaque pro oblème; et on, ne saurait donner de règle 
générale. „pour les trouver, Il ya “cependant, un, ças très-étendu; 


qui 
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qui est. toujours susceptible d’une solution. complète en, termes 

finis; c'est celui où, le système ne. fait que. de, très-petites oscil- , 

- lations autour de sa situation d'équilibre. Nous ‘destinons une, 
section particulière à ce problème,, à; cause.de son: importance, 


17. Lorsque le système dont on cherche lemouvement est,com-, 
posé d’une infinité de particules ou élémens dont Passemiblage 
formeune masse finie de figure variable, il faut employer. une 
analyse semblable à celle que nous avons exposée dans le, $ IL de la 
section quatrième de la première Partie; mais.à la place de la, ça- 
ractéristique d, que nous y.avons employée (art. 11, et suiv.) pour, 
désigner les différences des variables relatives aux différens. élé+, 
mens du système, il faudra substituer la caractéristique D, qui 
répond à la caractéristique intégrale S, relative à tout le système, 
afin de pouvoir conserver l’autre caractéristique 4 pour les diffé- 
rences relatives au temps, auxquelles nous l'avons destinée dans 
la seconde section. 

Ainsi en nommant m la masse entière, et Dm un de ses élé- 


mens, il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de 
T'et de 7 de l'article 10. 


S'il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, etc: 
qui tendent à diminuer les quantités f, g, etc. dont ces forces sont 


fonctions, il faudra ajouter à la valeur de 7 les expressions S/Fdf, 
SfGdg, etc. 


Et s’il y a des équations de condition Z=0o, M= 0, etc. qui 
doivent avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre 
SAdZL, Sud], etc. à la place de ASL, AM, etc. dans les for- 
mules de l’article 11. 


Les quantités f, g, etc., ainsi que L, M, etc., pouvant renfer- 
mer des différences des variables relatives à la caractéristique D 
il faudra alors faire disparaître les doubles signes AD, JD", etc. , 
par l'opération connue des intégrations par parties, de manière qu'il 

Mec. anal, Tome Z. 41, 
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ne reste sous le signe S'que les variations simples marquées par < d'#" 
et les térmes hors du signe S se rapporteront Ent aux €x- 
trémités des intégrales. 

Tl faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de 
condition relatives à des points déterminés de la masse m, et en tenir 
compte dans la formule a in mais elles ne donneront que- des 
térmes) ‘indépeñdans du signe S. Disg li ) 

Les variations! qui resteront sous le signe K donnerónt; eén égat - 
lant leurs coefficiens zéro, autañit Ué équations indéfinies pour le 
mouvement dé! chaque élément du système; et les variations hors 
du’ signe’ donneront des équations Enr Mes certains bu. 
qu'a aies gup eu HAT. 210 HE ) 


Į fpialriosiss sf 19 du: sbi } i 7 
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CINQUIÈME SECTION. 


Méthode générale d approximation, pour les problèmes de 


Dynamique, fondée sur la variation des, constantes 
arbitraires. 


Lrs équations générales’ que ndus avons données dans la section 
précédente étant du second ordre; demandent éncore dés intégra 
tions, qui surpassent souvent les forces de l'analyse connue; on 
est obligé alors d’avoir recours aux approximations, ét nos for- 
mules fournissent aussi les moyens les plus ERESS à Fenplis 
cet. objet. 

1. Toute appronmation suppose la solution exacte. TR cas “de 
la question proposée, dans lequel on a négligé des élémens ou 
des quantités qu’on regarde comme très-petites. Cette solution forme 
le premier degré d’approximation, et on la corrige ensuite en te~- 
nant compte successivement des quantités négligées. 

Dans les problèmes de Mécanique qu’on ne peut résoudre que 
par approximation, on trouvé ordinairement la première solution 
en n'ayant égard qu'aux forces principales qui agissent sur les 
corps; ét pour étendre cette solution aux autres forces qu’on peut 
appeler perturbatrices, ce qu'il y'a de‘ plus simple, c’est de con- 
server la forme de la première solution, mais en rendant variables 
les constantes arbitraires qu’elle renferme; car si!les quantités 
qu’on avait négligées, et dont on veut tenir compté, sont très- 
pétites, les nouvelles variables seront à peu près constantes, et on 
pourra y appliquer les méthodes ordinaires d'apprésimation. Ainsi 
la difficulté se réduit à trouver lés équations entre Ces variables. 
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On connaît la méthode générale de faire varier les constantes 
arbitraires des intégrales des équations différentielles, pour que ces 
intégrales conviennent aussi aux mêmes équations augmentées de 
certains termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la 
section précédente (art. 10), aux équations générales de la Dyna- 
mique, a l'avantage de fournir une.relation entre les variations des 
constantes arbitraires que l'intégration doit y introduire , laquelle 
Simplifie singulièrement les formules de cës variations , dans les pro- 
blèmes où elles expriment l'effet des forces perturbatrices: Nous 
allons d’abord démontrer cette relation; nous donnerons ensuite 
les équations les-plus simples pour, déterminer les variations des 
consiantes arbitraires dans les problèmes, dont il s’agit, 

HO 90009 98VIf j D te] Í JS ILE y 


0! zon F to f AA $ 1, 


Où pis déduit s bguations données dans la section précédente 3 


“ei, 
j } 


une relation générale entre les variations des constantes arbitraires. 


2. Soit un système quelconque de corps m, animés par des forces 
accélératrices P, Q, R, etc. qui tendent à des centres quel- 
‘conques fixes ou non, a qui soient proportionnelles : à des fonc- 
tions quelconques de leurs distances p, q, 7, etc, à ces centres. 

“Supposons qu’en ayant égard aux équations de condition du sys- 
tème , on ait exprimé les coordonnées x, y, z de chacun des corps, 
en fonctions d’autres variables #, À, Q, etc., qui soient tout-à-fait 
‘indépendantes. entre elles, et qui suffisent pour, déterminer la po- 
sition du, système à “chaque. instant. 

On aura, pour, le mouvement de tout le systéme, les unes 
de l'article 10 de la section précédente, et il est facile. de voir que 
„ces, équations seront, du second ordre, par rapport aux [variables 
:E,.0, etc. ; de sorte que les valeurs complètes de ces variables : 
qu'on trouvera par l'intégration, et qui seront exprimées en fonc- 
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tions, du temps iż, contiendront deux fois autant de, constantes 
arbitraires qu'il-y- a de variables. Comme ces constantes -doivent 
demeurer arbitraires, on peut les faire varier à volonté; ainsi on 
pourra différentier les équations dont il s’agit relativement à ces 
constantes, qui sont supposées contenues dans les expressions des 
variables £, +, ®, etc. 


3. Faisons, pour plus de simplicité, d=£"’dt, d\ = 4'dt 
dọ = g'dt, etc., la quantité 7' deviendra une fonction de £, +, 
®, etc. et de £, 4, Q’, etc.; et si les forces tendent à des centres 
fixes, ou à des corps du même système, la quantité 7 sera une 
‘simple fonction de £, 4, @, etc! Dans ce cas, en faisant Z=7—#, 
on aura 

OU: 17 ATRE 22 CÔTE NZ 


<a o -em ns ee 


JE = Ed? Idy fai? Jp Jp UC) 
où lon pourra changer la caractéristique ^ en d, puisqu'elle ne sert. 
quà représenter des différences partielles. 
Ainsi les équations différentielles du mouvement du système 
(art. 10, sect. précéd.) étant multipliées par dt, se réduiront à 
cette forme plus simple, 


dZ dZ 
d dE dE, dt r= 0, 
dz dz 
aday g A = 0, 
NA dz 
dr E de ue 0, 
etc. 


4. Différentions ces équations par rapport à la caractéris- 
tique d, que nous regarderons comme relative uniquement aux 
variations des constantes arbitraires qui sont censées conte- 
nues: dans les: expressions des variables £, 4,9, etc., dont Z est 
fonction; et comme la caractéristique d qui affecte les termes 


dZ- dZ; : i ; nn sea 
WT) dy etc. n’est relative qu'à la variable # qui représente 
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le temps, on pourra, par les principes du‘calcul des! variations, 
changer la double caractéristique Ad en dd; de sorte qu'on aura 
les équations 

as Sp — ST AUO 

a TT — 2.5 dt =:04 


dZ dZ 
de. RE T Hi O, 
etc. 


De même, si pour représenter des variations différentes des 
mêmes constantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, on' 


aura 


dZ dZ 


dz dz 
dA. Ty prs Aog dt = O, 


dz dZ 


dA Iris a Aip diiaz 0, 


etc. 


5. Multiplions maintenant les premières équations respective- 
ment par AË, AT, AY, etc., et retranchons de leur somme celle 


des dernières équations multipliées respectivement par dE, d4, 


cp, etc., on aura 
dZ dZ dZ 
Agde. TE + Add. —- Apd r + etc. 
— sgan. TE — syaa. S5 -~ Jean. + etc. 
dZ dZ dZ 
ais CE + AIT + Aod. Te + etc. ) dé 


dZ dz dZ 
+ (oEa + da H Jen TE + etc. ) dt. 


Or Ed) = a (AE) ee dAED TE 5 mais dAË = Ad£ 
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AË'4, à cause de dé =£"at (hyp.); donc 
agas. =d. (at9. r- AE. TE dt 


On aura pareillement 


dan Ty = d.(da. p) oga de, 


et ainsi des autres formules semblables. 
Par le moyen de ces transformations, l'équation précédente 
deviendra de cette forme 


AE TE H AVAST + AG. TE + etc. 
a: i dZ `: aZ 
— SEA- ge — NA. — SPA. Tr — etc. 
| d 
AFS TE + MERS + Ad. T + ctc. à 
Es € 
APS TE + AY TE mé API. etc. 
dga. TE Hi sya EINA AGE 
dZ „caz er CASE 0: 
+dE AT + dar HAPA. gr + etc. 
6. Orsi on développe les ER sie ; DE etc., ainsi 


que les expressions semblables A. E? AE , etc. en regardant Z 


comme fonction de £, 4, @, etc. et de £, 4, ®’, etc., il est fa- 
cile de voir que les termes multipliés par! dł dans l'équation pré- 
cédente, se détruisent mutuellement. En ES on a 


ST T sgi dẹ etc. RA sẹ + i _ A dy + etc. 
„a d’ 
dE gp Aiete: HE Hapiy AY + ete: 


S 
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dZ 
DE ERE 


dz 
d.5 = re VE at TT T4 +etc. rar A tgpi s4 Fe J'Y + etc. 


etc., 


BREL ATEN PEUR à z 7 JE! tes , S4 + etc. 


ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux diffé- 
rences partielles de Z, ce développement 


AE E+ té Z etc. + AE. i PAYS, an etc. 


=% e qe s zd] Z (AEIY + du FE Z ALI etc, 
gr zE (ASE + AF'dE) + ay Te 7 ry (Aa HAY dE) + etc. 
+ (AE + AE) + en (Ad "+ Ayd) + 7. 


HAE Haay (EAN SEE TEA VAN + ete, 
eto, 


En changeant les caractéristiques ^, A l’une dans l’autre, on 
aura le IEEE de l'expression semblable 


JA. TE = + a. 2j + etc. + dE'a IF = JA ,5Z AUS etc. 
Mais on voit que ce eain pen rs aucun dans le dé- 
veloppement précédent ; d’où il suit que les deux éxpressions sont 


identiques; de sorte que, comme elles se trouvent dans l'équation 
ci-dessus avec des signes différens, elles doivent s’y détruire. 


7. Ainsi on aura D a AE | 
aZ ZOS 
Agd. gy + ad.g ay + Aps. Jp + ete. 


| dZ dZ 
SEA. T7 — Va — d'eA "Tp — CIC. 
dans laquelle on peut changer Z en 7, puisque Z = 7'— V, et 
que 7 ne doit point contenir les variables £’, 4’, ?’, etc. (art, 3). 


On 


= 0; 
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On voit par cette équation, que la ms 


AE. + Abd) Fe H Aoi ee a E etc. 
d 
ce DEA D — YA Ty — JPA Te ete. 
est toujours nécessairement constante relativement au temps ż, au- 
quel se rapportent les différentielles marquées par la caractéris- 
tique d; que: par conséquent si on y substitue les valeurs des 
variables £, 4, ®, etc. exprimées en fonctions de zet- des cons- 
tantes arbitraires, déduites des équations d’un problème quelconque 
de Mécanique, la variable # s’évanouira d’elle-même, quelles que 
soient les variations qu’on fera subir à ces constantes, dans les 
quantités affectées des caractéristiques d'et A; ce qui est une nou- 
velle propriété très-remarquable de la fonction 7', qui représente 
la force vive de tout le système, et ce qui peut fournir un critère 
général pour juger de l'exactitude d’une solution trouvée par quelque 
méthode que ce soit. Mais l’usage principal de cette formule est 
pour la variation des constantes arbitraires dans les questions de 
Mécanique, comme nous allons le montrer, 


$ II, . 


Où l’on donne les équations différentielles les plus simples pour 
déterminer les variations des constantes arbitraires, dues à des 
forces perturbatrices. 

8. Supposons maintenant qu'après avoir résolu le problème con- 
tenu dans les équations différentielles de l’article 3, par l'intégration 
complète de ces équations, il s'agisse de résoudre le même pro- 
blème, mais avec l'addition de nouvelles forces appliquées au même 
système, tendantes à des centres fixes ou mobiles d’une manière 
quelconque; et proportionnelles à des fonctions des distances aux 
centres. Ces nouvelles forces, qu'on peut regarder commeler 

Mec, anal. Tome I. 42 
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forces perturbatrices du mouvement du système, étant d’une nature 
semblable aux forces P, Q, R, etc., d’où dépend la fonction #, 
ajouteront à cette fonction une fonction analogue que nous désigne- 
rons par — Q, De sorte qu'il n’y à qu'à mettre 7—Q à la place 
de Z, dans les équations de l’article 10 (sect. précéd.), et par con- 
séquent Z— Q à la place de Z, dans les termes de celles de Yar- 
ticle 3, qui contiennent Jes différences partielles, de Z relauves à 
&, 4%, @, ete, pour-avoir. les See du, nouveau problème, 
lesquelles seront, ainsi 


dz da 
TE — Le ce dE dt, 
dz dZ da 

dZ da 


etc, 


g. Si on suppose connues les expressions des variables £, 4, 
Q; etc. en set en constantes arbitraires, dans le cas où les se- 
conds membres de ces équations sont nuls, on peut, en conser- 
vant ces mêmes expressions, mais en rendant variables leurs 
constantes arbitraires, faire ensorte qu’elles satisfassent aussi à Ja 
totalité de ces équations; et l’objet de l’analyse que nous allons 
exposer «est de donner les formules les plus simples pour la dé- 
termination de ces constantes. devenues variables. 

Nous remarquerons d’abord que puisque ces constantes sont en 
nombre double de celui des variables £, 4, @, etc., comme nous 
l'avons. déjà observé (art..2), et par conséquent en nombre double 
de celui des équations auxquelles, il. faut satisfaire, on pourra en- 
core. les, assujétir à un nombre de conditions arbitraires égal. à 
celui de ces variables. 

Les conditions les plus simples et en même temps les plus àp- 


PAR dip 
propriées à la chose, sont que les valeurs de g ot s R, eic. con: 
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servent aussi la même forme que si les constantes n’y variaient 
point. De cette manière, non-seulement les espaces parcourus par 
les corps, mais encore leurs vitesses seront déterminées par des for- 
mules semblables, soit que les constantes arbitraires demeurent 
invariables, comme lorsqu'il n’y a point de forces, perturbatrices, 
soit qu’elles deviennent variables par Veffet de ces forces. 

Ces conditions auront de plus l'avantage de réduire ‘au premier 
ordre les équations différentielles entre les nouvelles variables, de 


sorte qu'on aura un nombre double d'équations, mais du premier 
ordre seulement. 


10. En employant, comme dans l’article 4, -la caractéristique d 
pour désigner les différentielles dues uniquement à la variation des 
constantes arbitraires, tandis que la caractéristique 4 ne se rap- 
porte qu'aux différentielles relatives au temps.#, les conditions dont 
nous venons de parler seront exprimées par les équations 

J —o, N =o, =o, ete. , 

dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbi- 
traires doivent devenir variables à la fois, de sorte què la carac- 
téristique -indiquera dans la suite la variation simultanée de 
toutes les constantes arbitraires, au lieu que dans les formules ‘de 
Yarticle 4 et suivans, la même caractéristique dénotait en général 
les différentielles relatives à la variation de toutes les constantes , 
ou seulement de quelques-unes d’entre elles à volonté, ainsi que 
Vautre caractéristique A i 

Donc en faisant tout varier, les différentielles de £, 4,9; etc. 
seront simplement dé, dẹ}, dọ, etc., ou bien g'dt, ẹ'dt, g'dt,etc:, 
comme si le temps seul variait. 

Ainsi dans les équations de l'article 8 la re Z sera Ja 
même, soit que les constantes arbitraires soient censées variables 
ou non; mais en regardant ces constantes comme variables, les 
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différences 4.2 F. d. aag d. D etc. devront être augmentées 


dz dZ ` . . 
des tèrmes D; d a J? d= T etc., dus à la variation des 


constantes. 

D'un autre côté, comme par l'hypothèse les fonctions de # et 
des constantes qui représentent les valeurs de £, 4, @, etc. sa- 
tisfont identiquement aux mêmes équations, sans leurs seconds 
membres, dans le cas où ces constantes ne varient pas, quelles 
que soient d’ailleurs leurs valeurs, il est elair que les termes 
T — E T ap u, diid etc 
se détruiront d'eux-mêmes, et pourront par conséquent être 
effacés. 

On aura donc simplement, pour la variation des constantes 
arbitraires, les équations 


dZ dZ dZ _ d 
SEF Ç dt dr = gi dt D = 2h etc., 


d. 


qu'il faudra combiner ayec les équations données ci-dessus , 'é=o, 
d=0, dp=o, etc. 

Ces équations étant en nombre double de.celui, des variables 
E, N, ®, etc.; et par conséquent en même nombre que les conse 
tantes arbitraires (art. 2), serviront à déterminer toutes ces cons- 


tantes devenues variables. 


11. Les équations qu'on vient de trouver étant multipliées res- 


péctivement par AË, Ne A9; etc., et ensuite ajoutées ensemble, 
donnent 


sS T a etc. 


aa EE e poii 
es D LE + TAN + % Has 


Ici AË, A4, A9, etc. indiquent, comme dans Particle 4, des dif- 
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férentielles des fonctions £, 4, @, elc:, prises en faisant varier 
seulement les constantes arbitraires d’une manière quelconque, 
soit qu’elles varient toutes en même temps, ou quelques:unes 
seulement à volonté. 

Or en regardant Q comme une fonction de £, À, @, etc., on 
aura, en différentiant par rapport à A, 
A.Q = AE +7 AY + D AP + etc. 
Donc on aura 
A. Qdt = AES. EA = Add, $ + 499.97 + ete. 
Retranchons du second membre de cette équation la quantité 


DEA TE + da. 57 + dpa a + etc, 


qui est nulle en vertu des équations de condition J£=0, dẹ4=0; 
d'p= o, etc., on aura cette formule générale, 


Aadi = AFS TE Œ + Du qs na + etc. 
dZ 

= Agp T sta a — a de 

y p+ A49.1 ay T Agde + etc. 

— Sa. = don.o — etc. 


— etc. 


en changeant Z en 7', comme dans l’article 7. 

On voit que le second membre de Péquation précédente est 
la même fonction que nous avons vu devoir être indépendante du 
temps ż (art. 7). D'où il suit qu'après y avoir substitué les ya- 
leurs de £, Ad, ®, etc. en fonctions de # et des constantes arbi- 
traires , on pourra y faire ż nul ou égal à une valeur quelconque. 


12. Donc si on suppose, ce qui est toujours permis, que ces fonc- 
dT dT 


tions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de dE dg? 
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aT i 
do? 
de ż, de cette manière 
E = a+ dt + af + a" A ete; 
4 = B+ Bt- Re + BE ete., 
p = y Hyt + YU + JE + ete., 
etc., 


étc., soient développées en séries de puissances ascendantes 


E = AGE NT EX E Ae eto 


d ’ " m 
Gy 5 PH HE RE RP H ete., 


a 
deg 


etc, 


mr LE y HS + etc., 


et qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de Péqua- 

tion de l'article précédent, on pourra y faire #—0o, ce qui les ré 

duira aux seuls premiers termes «æ, B, y, etc., À, y, », etc. 
Cette équation se réduira ainsi à la forme 


A.Qdt = Aada + Abdu + Aydy + etc. 
— Adeg — AudfB — Ardy — etc. 


13. Les quantités æ, B, y, etc., À, x, », etc. ne peuvent être 
que fonctions des constantes arbitraires que la double intégration 
introduit dans les expressions finies des variables £, 4 ,0®, étc., 
et l'on peut aussi les prendre pour ces mêmes constantes. 

En effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d’un 
problème de Mécanique toute l'étendue qu’elle peut avoir, sont les 
valeurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs diffé- 


rences premières; c’est-à-dire, les valeurs de £, 4, @, etc. et 


d4 d 
de ii: +; D ctc., lorsque #=0; ces valeurs sont donc, dans 
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les expressions de £, 4, @, etc., que nous avons adoptées, «; 
B, y, ete., e’, R, 7’, ete. Or 7 étant une fonction donnée de £, 
4, ®, etc. et de =k, =H, g=, etc., il est clair 
dT dTs dT. : 
dE > AV? de? etc., ce qui 
les réduit à À, m, », etc., ces constantes À, x, », etc. seront 


les mêmes fonctions des constantes æ, B, y, etc., &, B, >», elc.; 


dT dT 
Œ° dj? D etc. le sont des variables £, 4, 


Q, etc., E 4”, °, etc. Par conséquent au lieu de prendre immé- 
diatement a’, 8’, y’, etc. pour constantes arbitraires, on peut prendre 
celles-ci, A, x, », etc., qui en dépendent. Ainsi on aura «, B, 
Yy, Etc., À, x, v, etc. pour les constantes arbitraires des ex- 
pressions de £, 4, ®, etc.; et Pon voit que le nombre de ces cons- 
tantes sera précisément double de celui des variables £, 4, @, etc. 

De cette manière, la différentielle A.Q, dans laquelle la ca- 
ractéristique A ne doit affecter que les constantes arbitraires con- 
tenues dans Q , à raison des valeurs de £, 4, ®, etc. qui renferment 
ces constantes, deviendra 


qu’en faisant t= o dans les fonctions 


que les fonctions 55 


A.Q = À aa + À 2 AB + À 5 Ay + etc. 


do 
+ DR AA t D Au H À A + etc. 


En la substituant dans le premier membre de l'équation de Par- 
ticle précédent, et ordonnant les termes par rapport aux. difié- 
rences marquées par A, on aura 


(i z di dnja (E E A8 (a 2 dt — dr) Ay-etc. 


+ T dt daja +E 20 utd Aau HÈ F dt+-d'y)Ar Fete. arig: 


Comme: on peut donner aux différences Aæ, AB, ete., marquées 
par la caractéristique A, une valeur quelconque, il faudra que l’'équa- 
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tion soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui don- 
nera autant d'équations particulières, telles que 


da da 
D dt, g t= sp, TA= dy, etc., 


g U= da, q t= sP, g U= — dy, etc. 


14. Les différences marquées par la caractéristique d sont pro- 
prement les différentielles des constantes arbitraires devenues va- 
riables (art. 10) ; ainsi comme ces différentielles peuvent maintenant 
être rapportées également au temps ż, il est permis et même con- 
venable de changer le d'en d, et l’on aura pour la détermination 
des nouvelles variables a, B, y, ctc., À, ke, », etc., les équations 


du)” da dB, 3 da dy da 


DRE Do. JT de? de NTSC) 
da __.da d = da dy da 
di de? ER de. SS 


qui sont, comme l’on voit, sous une forme très-simple, et. qui 
fournissent ainsi la solution la plus simple du problème de la va- 
riation des constantes arbitraires, 


15. Comme la fonction Q renferme les quantités «, B, y, etc., 
A, m, », etc., il faudra les regarder aussi comme variables dans 
les différences partielles de cette fonction; mais Jorsque la valeur 
de Q, qui dépend des forces perturbatrices, est supposée fort pe- 
tite, il est clair que les variations de ces quantités seront aussi 
fort petites, et qu’on pourra, dans la première approximation, les 
regarder comme.constantes dans les différences partielles de Q, 
et m'avoir égard à leur variabilité que dans. les approximations 
suivantes. 

Dénotons par a, b, c; etc., Z, m, n, etc. les parties constantes 
dea; B; y, ete., À, wiry etc., et para’, B, y, ete; Ay Myy ete., 
leurs parties variables, qui, étant de l'ordre de la quantité Q, 

seront 
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seront nécessairement très-petites , et soit O la valeur de Q, en y 


changeant æ, B, y}, etc, À, pe, », elc., en a, b, c, Etc., Z, m, n, etc. 
On aura ainsi 


= a + à’, Bb =b + p, y =c + y, etc., 
= lA eem, y =n, etc., 


et on aura par le développement 


dO , dO p, d07 
Q=0+Hra + RE Ty -+ etc. 


dO ., dO , ze y 
=} etc., 


Les équations différentielles de l’article précédent donneront 
x do ee) ; da 

dd, d=—rd, dj=—";dt, ete, 
nesd0 r dQ , __da 

dx = 7 dt, du PPT dt, dy = 7 dt, etc. ; 


car il est évident que les différences partielles relatives à z, 8, 
y, etc., À, M, », etc. peuvent être rapportées aux quantités ana- 
logues a, b, c, etc., Z, m, n, etc. 

Pour la première approximation, on aura oe O, O étant une 
simple fonction de 2; done on aura par {intégration 


g = — Pdh p= [E t, = ft, etc. 


N = f d, w= ft, y = ft, etc. 


En substituant ces valeurs dans l'expression de Q, on aura 
pour la seconde approximation , 


RE pi 


ct ainsi de suite. 
Méc. anal. Tome I. 45 
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16. Il y a ici une remarque importante à faire. Si la fonction O 
ne contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il 
est clair que la valeur de S ne contiendra, dans la première ap- 
proximation, que les mêmes sinus et cosinus. Mais on pourrait 
douter si, dans l’approximation suivante, elle ne contiendrait pas 
des termes où le temps # serait hors des signes de sinus et de 
cosinus, et qui, croissant continuellement, augmenteraient à Pin- 
fini la valeur de Q, et rendraient par conséquent l’approximation 


fautive. 
Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes 


ne pourraient venir que d’une partie constante de Q , c’est-à-dire, 
dégagée de tout sinus ou cosinus renfermant le z. 

Soit donc Æ cette partie qui sera fonction des constantes arbi- 
traires a, B, y, etc., À, æ, », etc. Ainsi O contiendra une pa- 
reille fonction de a, b, c, etc, Z, m, n, etc., que nous dénoterons 


encore par 4. 
En substituant 4 au lieu de O dans lexpression de Q de Par- 


ticle précédent, on aura la partie de Q, due à la constante 4, 
dans la seconde approximation, et cette partie sera 


dA dA dA dA 
Ahar Ke NAT. 
dA dA dA dA 


LL Pre D DA O 
etc, 


où Pon voit que les termes affectés de se détruisent mutuellement. 

Ainsi on est assuré que Ja seconde approximation ne donne dans 
Q aucun terme qui croisse avec le temps 7; mais il resterait à 
voir sil en pourrait naître dans les approximations suivantes, 

Au reste, le même terme constant Æ pourrait donner encore 
dans Q des termes multipliés par ż, étant combiné avec des termes 
non constans de la même fonction Q; mais alors le ż qui se trou- 
verait dégagé des sinus et cosinus, serait en même temps multi- 
plié par des sinus ou cosinus d’angles proportionnels au temps. La 
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même chose aurait lieu si le coefficient de # sous les signes de 
sinus et cosinus était fonction des constantes arbitraires æ, 8, y, etc., 
parce qu’alors les différentiations partielles de Q relatives à ces cons- 
tantes , feront sortir le ż hors des sinus ou cosinus. Mais on peut re- 
marquer en général que lorsque les approximations successives 
font paraître des termes de la forme dont il s’agit, dans lesquels 
des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par langle qui est sous 
ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont presque toujours 
le résultat du développement d’autres sinus ou cosinus, et on peut 
les éviter en intégrant directement les équations différentielles entre 
les constantes arbitraires devenues variables. 


17. Quoique les constantes arbitraires que nous ayons employées 
soient celles qui se présentent lë plus naturellement, et qui donnent 
les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes 
intégrations introduisent à leur place d’autres constantes, mais qui 
ne peuvent être que des fonctions de celles-là. 

Nous désignerons en général les constantes arbitraires qui sont 
censées entrer dans les expressions des variables £, 4, @, etc., 
par a, b, c, f, g, etc., dont le nombre doit être également double 
de celui des variables; et pour avoir les relations entre ces nouvelles 


constantes et les premières, il suffira de supposer £—0 dans les 


À aT af dT : 
valeurs des fonctions £, 4, ®, etc., Œ? AL d? etc., et d'éga- 


ler les résultats aux quantités «, B, y, etc., À, w, v, etc. De 
cette manière on aura autant d'équations entre ces différentes cons- 
tantes , par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de a, b 
c, fs g, etc. en fonctions de æ, B, y, ctc., À, w, v, etc. 


Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la différen- 
tiation nous donnera tout de suite 


d d d 
da = F; de + pI + T d + etc. 
da d 


d 
+ KE dà + J, 4 + Ts dy + etc. 


? 
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Donc substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de 
da, dB, etc., et divisant par dt, on aura 


da _ da, Apo- da. da , da da | 

SFR EZ*E Tax Fete 
da, dA da. dQ da. då 

m dt MR: dd De 


Iten est de même des valeurs de fi de etc., pour lesquelles 


il n’y aura qu’à changer dans équation précédente a en b, en c, etc. 


18. Mais ces formules contiennent encore les différences par- 
tielles de Q relatives aux constantes «, B, y, etc., et il s’agit de 
les changer en différences partielles relatives à æ, b, c, etċ., ce 
qui est facile par les opérations çonnues. 

En effet comme Q est censée maintenant fonction de a, b, c, etc., 
et que ces quantités sont elles-mêmes fonctions de æ, B, y, etc., 
À, #, », ctc., on a tout de suite, par l'algorithme des différences 
partielles , 


d d2 da d2 db dÊ de 
= AXE Er. a a Aen ad] 


da: -da diada a do eiL 
Eu BTE A da T de” a Y ete, 
etc., 


et il n’y aura plus qu'à substituer ces valeurs dans celles de A 


db etc. de l'article précédent. 


dt? 
En faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport 
aux différences partielles de Q, on voit d’abord que le coefficient 


da da s da 
de z, est nul dans la valeur de zy, que celui de =; est nul dans 


la valeur de = etc. 


z > £ d : 
Ensuite si, pour représenter la valeur de ©, on emploie la 
formule 
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d da da d 
Let gTr (ac) X Fz + oeu etc., 


on aura 


da db de. db 
Gb) = XL TaxXT +7 T” T+ ctp: 


da. db da. db da A 
EE TAC di du du ds etc., > 
— da de da. de da. de i n 
da. dc da. a de da de t 
TER T du dy Say Tete 
etc. 


Et pour avoir la T de © > il n’y aura qu'à changer dans ces 


formules & en b et ben a, en remarquant que l'on a (b,a)=—(a,b); 
on aura ainsi 


Z= (a,b) E + (Be) À + (BF) ER F DH etc., 


Se 
db Ke db. de 
GORE at Te <a tagra T etc. 


db. de db de db de 
Er ren dE de dy, UC 


etc. 


En général si + représente une quelconque des constantes arbi- 
traires a, b, c, f, etc., et qu’on observe que la valeur des sym- 
boles représentés par deux crochets, devient nulle lorsque les deux 
lettres renfermées entre les ctachées sont identiques, et qu’elle 
change simplement de signe lorsqu'on change l’ordre de ces lettres , 
on aura ces formules générales, 


= = (ka) 2 J +6, AY- i “ITA (k Fiy T tetes 


dk. da dk ida dk da 
(ka) = p EX + — du” n+ a dy + etc, 
dk. da dk n: dh x% 
> da da — du er m xT — etC., 
etc. 
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19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des 
planètes, pour ‘calculer Peffet de leurs perturbations, en le rédui- 
sant à la variation des constantes arbitraires qui sont les élémens 
du mouvement primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer 
les variations que les astronomes appellent séculaires , parce qu’elles 
ont des périodes très-longues et indépendantes de celles qui ont 
lieu dans les variables primitives. 

Comme les équations de l'article 18 ne contiennent d’autres 
fonctions du temps, que les différences partielles de la fonction Q, 
si on cherche par la résolution en séries, ou autrement, la par- 
tie À de la fonction Q, qui est indépendante du temps #, et ne 
contient que les constantes arbitraires a, b, c, etc., il suffira 
de substituer, dans ces équations, < au lieu de Q, et l’on aura 
directement les équations entre les quantités a, b, c, etc. deye- 
nues variables, et le temps ż, lesquelles serviront à déterminer 
leurs variations séculaires, parce qu'elles sont débarrassées de tout 
sinus ou cosinus, 


§ IT, 


Où l’on démontre une propriété importante de la quantité qui exprime 
la force vive dans un système troublé par des forces perturbatrices. 


20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les 
variations, dépendent de la nature de chaque problème, et ne 
peuvent être déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a 
cependant une qui a lieu en général pour tous les problèmes où 7 
n’est fonction que de £, À, w, ete., c’est celle que l'intégration doit 
ajouter à 4; car comme les équations différentielles ne renferment 
alors que l'élément de, il est clair que dans les expressions finies des 
variables en fonctions de #, on peut toujours mettre ż plus une cons- 
tante arbitraire à la place de z. ý 

Désignons cette constante par X, et rapportons-y les différences 
marquées par la caractéristique A dans Ja formule générale de Par- 
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ticle 11. On aura ainsi 


A.Q = AK, AE AK, A4 AEA, eto. 


Mais puisque Ë, M @, etc. sont eu de t+, 3 est clair 


di ht dọ 


dě 
qu’on aura SE = =% et demême 2 Ben TK — =p, etc. 


Donc 
a = Ẹ'AK, AY = VAK, Ap =@AK, ete. 
Par la même raison on aura 
| dZ dZ 


d. d. =- 
dZ dE A 22 TAU 
o A AE; Argyra AK, ete., 


Mais les équations différentielles de Particle 5 donnent 


dZ dZ 
Sar az IV Va i 
TEE Te TNT Si, ic 
Donc on aura 
dZ dZ , dz dZ 
AE TARS Ag = 4 AA etc 


Ainsi la formule générale de l’article 11 deviendra par ces substi- 
> ét après la division par AK, 


D dt = LT p + Va D + pd. T Z ee etc. 


TS — T 90 — etc. 
Or on a 


2) + etc. 


LOT + VI LE + oai 
LEE saga «) 
az 

nt. À) Hem poy L Lag — etc.; 


et comme Z est censé fonction de £, 4, p, etc., et de £, W, 
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g', etc., on aura 


92 = ES, 
FE DE + SN He A + etcs 
Donc Péquation précédente deviendra 


d 
u= AE + 4’ Du + oa + etc. — Z); 


dont le second membre doit être une fonction des constantes ar- 
bitraires, indépendante de # 


21. En effet, si on change Z en T'— y et £’, 4', ®, etc. en 


dé d} d . i i 
s ; SX > etc. (art. 3), il est facile de voir que la quantité 


dZ , 4Z ‚dZ 
sera la même chose que la quantité 
F p% + Sga aa T + etc, = T y; 


que nous ayons vu être toujours égale à à une constante et qui se 
réduit à Z'+ 7 (sect. précéd., art: 14), d'où résulte, équation 
T+ = H, laquelle exprime la conservation des forces vives 
du système, | 

Ainsi en prenant 77 pour une des constantes arbitraires, on aura 
pour sa variation due aux forces perturbatrices contenues dans la 
fonction Q, cette formule ie 


22. On pourrait aussi arriver à cette formule par* un chemin 
plus court. En effet, si, on reprend les équations, de l'article 8, 
qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées respective- 


ment par dé, dd, dọ, etc., et qu'on intègre en employant les 
mêmes 
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mêmes réductions que nous avons pratiquées dans l’article 14 de 
la section précédente, on parviendra directement à l'équation 
= | ` a 


EME ) i s | i : à è 
Tite r =H + Je dE + Dal + de etc), 


dans laquelle la: quantité,.qui est sous le signe, intégral west pas 
intégrable en général, parce que la fonction. ©, à cause dela mobilité 

qu'on peut supposer, aux, centres- des forces ; perturbatrices, est 

censée contenir, outre -les variables E, À, ®, etc., encore d’autres 
variables indépendantes de celles-là. 

Dans le cas où il ny a point de forcés perturbatrices, on a 
simplement T+V=H. Or il est évident: qu’on peut conserver 
cette forme à - Pintégrale qu'on vient de trouver, en rendant va- 
riablé là constante IT, et en faisant | 


aH = I A A +R de “niet; 
mais il est visible que Ja quantité 
ne opt fA dp + ete. 


west autre chose que la différentielle de Q, en ne faisant varier 
que les quantités £, 4,9, etc., qui dépendent des équations dif, 
férentielles. primitives , et qui sont supposées connues en fonctions 
de,t+Æ,.en nommant X, comme dans l’article 20, la constante 
qui peut toujours s'ajouter à la variable 4 Ainsi, comme les va- 
riables. £#,, 9, etc..ne varient qu'avec le temps #, il est facile de 


voir que la quantité dont it s’agit sera la -même chose qué a dt; 


dK 
dH_ d0 


e ROLE 
r 2 = ref 
par conséquent on aura, comme plus haut, l'équation =>. 
25. Cette équation peut donc aussi se mettre sous la forme 
= (F , pourvu que dans la différence partielle de Q on ne 


fasse varier le ż qu'autant qu'il est contenu dans les expressions 
Méc, anal, Tome I. 44 
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des variables £, «L, @,etc.; et il résulte de cette formule; que si 


la fonction Q me contient Je temps’#que sous les signes, de sinus 
et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des Planètes , Pex- 


. 7 da x zl s ) pare . 
pression de (7 )ne pourra contenir que des termes périodiques, 
parce que tout terme constant de @ sen ira par la différentiation 
relative àz. Ainsi, dans la première approximation; où l’on regarde 
comme absolument ‘constantes , les constäntés ‘arbitraires qui 

. [2 . r < | [ Q ` . 
entrent dans la fonction Q, Pintégrale de Er , C'est-à-dire la 
valeur de Æ, ne pourra pas contenir des termes tels que .N#qui 
croissent avec le temps 4 Nous avons vu plus haut (art. 16), 
que la seconde, approximation ne, peut donner à ,Q ‘aucun terme 
qui ne soit périodique; donc la:même conclusion; relative àla va- 
leur de Æ # aura lieu encore dans la seconde approximation. 


24. La quantité T exprime la force vive du système, et elle est 
égale à Æ— y. Lorsque le système n’est troublé par aucune force 
perturbatrice , la quantité 77 est constante, et la force vive ne dé- 
pend que des forces accélératrices contenues dans l'expression de 7, 
comme on l'a vu dans Varticle 34 ‘de la troisième section. Cette 
quantité devient variable quand il y a des: forces perturbatrices, 
par conséquent Ja force vive séra altérée par l’action de ces 
forcés ; mais par ce que nous venons de démontrer ; on voit que 
ses altérätions ne pourront être que périodiques, si l'expression 
des forcés perturbatrices est périodique, du moins dansles deux 
premières -approximatiôns. Ce résultat est d’une grande importance 
dans le calçul des perturbations, AR ss 
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SIXIÈME SE ECTION. 


Sur les oscillations très-petites d'un système ue rire 
nés de corps. di Lee 


Les équations différentielles du mouvement d'un système Puel 
conque de corps, sont toujours intégrables dans le cas où les corps 
ne sécartent que très-peu de leurs points d'équilibre ; ; et lon peüt 
alors déterminer les lois des oscillations de tout le systéme. Tana- 
lyse générale de ce cas, qui est très-étendú, et la solution de 
quelques-uns des principaux problèmes qui s y Den ROLE sont 
l'objet de cette section, 


: 


pu -$ I. ai : se. 5 Í « 
- -b à 


Len „j= E = 


tr 


Solution générale du problème des RÉNLaE ns très-petiles. d? un, 
système de.corps autour de leurs points d "équilibre. 


1. Soient a, b, c les valeurs des coordonnées rectangles x, 
y; z de chaque corps m: du système proposé” dans le, liu de son 
équilibre, Comme on suppose que le système, 'dans son mouye- 
ment, s'éloigne: très-péu de sa-situation: rd’équilibie, -on saura en 
général 


= 4.4, LS ab Toib 2 FoGntoY wlos 


les variables æ, B, y étant toujours très-petites ;C il sufira” par 
conséquent d’avoir égard à! la première dimehsion: dev ces" düän- 
tités dans les équations différentielles du mouvement: Fa mëmë 
chose aura lieu pour les autres quantités-analogues, qu'on diftinz 
guera par un, deux, etc. traitsycrelativément'aux différéns ee 
m, m”, etc. du même systèmé]0 Jupe) 19 82 b 
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Considérons d’abord les équations de condition qui doivent avoir 
lieu par la nature du système, et qu'on peut représenter par Z=0, 
M=o, etc., L, M, etc. étant des fonctions alsébriques données 
des coordonnées x, y, Z, x, y’, etc: Comme la position d’équi- 
libre est une de celles que le système peut avoir, il s’ensuit que 
les mêmes équations Z=0, M=0, etc. devront subsister, , en 
supposant que x, y, z, x, etc. deviennent a, b, c, af, etc., d’où 
il-est: facile de conclure que ces équations ne sauraient T 
le temps £. 

“Soient 4, B, etc. ce que deviennent ZŁ, M, etc. lorsque x, 
y, Z, *, etc. deviennent a, b,c, a, etc.; il est clair qu’en 
substituant, pour x, y, Z, x, étc. leurs valeurs a+ a, b+B, 
ch? a a, ete: , On aura, à cause de la petitesse de a, B, 
72, w Sie. 2 


baaki eaa y FE + ete., 
A N A AE TAR 


S ASNT Atea, 
et ainsi de Suite. 

Donc 1°. on aura 4—=0, B= o0; etc., relativement à Péqui- 
libre; 2°. on aura n équations 


dA j ah 
5 À HE + ToK. L ete. = 0, 
5” RILTAAB : 7 l i 
KWL op, pa "1 y pre = æa + ete! = 0, 
etc. 


‘‘Jésquelles: donneront la relation qui doit subsister entre les va- 
riables: y byi yya ete. moni ir 

En. négligeant d’abord les quantités très-petites:du second bis 
et des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par les- 
quelles on déterminera les valeurs de quelques-unes de ces variables 
parles aatres; ensuite par cés-premières valeurs on en trouvera 
de plus exactes, en tenant compte des secondes : puissances, et 
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des puissances plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les 
valeurs de quelques-unes des variables &, B, y, a’, etc., exprimées 
par des fonctions en ‘série dés autres variables; et ces variables 
restantes seront alors absolument indépendantes entre elles. 

On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux 
conditions du problème, réduire les coordonnées, immédiatement 
par des substitutions, en fonctions rationnéllés et entières d’autres 
variables indépendantes entre elles, et très-petites, dont la valeur 
soit nulle dans Pétat d'équilibre: 

Nous supposerons donc en général que l’on ait 


x = a + aig + aa} + a5 A Pope El a'iE + étc., 
y = b + bi + bad + b50 + etc. + 1g + etc., 
z = C + ač + can} +059 ++ etc. + c'1Ë + ete., 
et ainsi des autres coordonnées x’, y’, etc., les quantités a, b, ©, 


a1, bı, etc. sont constantes , et les quantités £, 4, @, etc. sont 
variables, très-pelites, et nulles dans l'équilibre. 


2. Il ne agira que de faire ces substitutions dans les valeurs 
de T'et 7 de l'article 10 de la section IV ; et il suffira de tenir 
compte des secondes dimensions, pour avoir des équations diffé- 
rentielles linéaires. Et d’abord il est clair que la valeur de Z' sera 
de cette forme : 


TENGO PA (d4 + (G)dg* + etc. 


sdt? 


ai (1,92)d£d,.+ (1 :5)dËde + (2,5)d-{d + etc. 


dt? 
en supposant, pour abréger, 
(G) = Sai- b1* + c1°)m, 
(2), = Slaa + ba^ + c2°)m, 
(5) = Sas + 05° + .c5’)m, 
etc. Fe j 
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(1,2) = S(ala2 + b1b2 + c1c2)m, 
(1,5) = S(a1a5 + b1b5 + c1c5)m, 
(2,5) = S(a2a5 + b2b35 + c2c5)m, 
7: etc., 6 
où le signe S dénote des intégrations ou sommations relatives’ à 
tous les différens corps m du système, et en même temps indé- 
pendantes des variables £, 4, ®, etc., ainsi que du, temps z. 
Ensuite si on dénote. par F' la fonction algébrique I,: en y met- 
tant a, b, c, à la place de x, y, z, il est clair que la valeur 
générale de IT sera représentée ainsi, 
F + Z (a1 + a2} + a39 + etc.) 
A (b1Ë + bad. + b50 + etc.) 
HT erg + on + 059 H etc.) 
+ LE (ag Haag + «5e + etc.) 
+ i (a1Ë£+a2d+a5p + ete.) (b1Ë+ 02 +259 et.) 


PEF 

dE s 

-}- dE (b1£ -+ ba +- b50 + etc.) » 
etc. - 


où il sufit d’avoir égard aux secondes dimensions de £, 4, ®; etc. 
Multipliant donc cette fonction par m, et intégrant ayec le signe S, 

on aura en général | 

"V= H + Hig + Had + H59 + etc, 
a CE HON +057 + etc, 

2 

+ 0,216 +0,5)60 + [2,5], etc. + ete., 
etc. 


IT = SFm, $ 

m =s agit E a)m, 
H2 = S Las | yi I dE c3)m, 
H3 = SE 5 H 05 + E e3), 
etc., 
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f1] S S( a si b1’ AGE 
œF 
+ 27m VLL Ti ac +:2 aa er) m, 


m = 56 dr 


REA HE oa 


PR a SA 


(31 = DT ps + LE ct 


+ a P raspai ia SE a8e 2 PT 8565) m; 


êtes TE, 

[1,21 = s T araa DE biban- ee 

qe I DE) rhsnene Jid: P (b1c2-bacr) )m, m, 
[0,5] = (Cr gaiart adt b1b5 Her Te F a3 


+ EE eus Te (@108-+ra5c1) + Spy, (b105-501)) m, 
R: 5= sO ap eus + b2 154 PE e205 


Lo m qp (@203-a5b9) + a l (a2c3--a3c2) + (b2c54-6502)) m, 


elc. 


5. Ayant ainsi les valeurs de 7' et 7” exprimées en fonctions des 
variables £, d, @, etc. indépendantes entre elles, on maura plus 
aucune équation de condition à employer, et comme la quantité 7 
ne contient que les différentielles des variables , on aura sur-le-champ, 
pour le:mouyement du système, les’ équations suivantes: 


‘FdE +- JE = ©, 
dr 
a A 
7 
de rHS de aa 
elc., 
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dont le nombre sera, comme lon voit, égal à celui des variables. 
Ces équations doivent avoir lieu aussi dans létat d'équilibre, 
puisque le système y étant une fois, y resterait toujours de lui- 
même; or dans l'équilibre on^ a, constamment wa, y= b, 
z= c, x =a, etc. par l'hypothèse; donc £=0, d=0,p=o, etc., 
aknal dE d4 dE. eiD i 
ainsi que 7} =0, 7 — 0, elc., ct a =o, etc. Donc les termes 
PT ?T LA 7 
réduiront à 71, H2, H5, etc. Par ‘conséquent on aura e =i 


te. seront nuls, et les termes? 


HO 00 = 0, HSE 0, ec 


ce sont les conditiohs nécessaires pour qué a, b,c, a’, etc. soient 
les valeurs de x,y; zx, x’, etc. pour létat d'équilibre , comme 
on le Suppose. 


En effet, il est visible que 
dV = S(Pdp + Qdq + Rdr+-.ete.)m 


exprime la somme des moinéns de toutes les forces Pmj- Qm, 
Rm, etc., appliquées à tous les corps m du système, et qui 
doivent se détruire mutuellement dans l’état équilibre ; donc par 
la formule générale donnée dans la seconde section de la première 
Partie, il faudra que Pon ait 47 =o, par rapport à chacune des 
vais indépendantes; par conséquent 

+=, =o, Zo, etc., 
seront les conditions de l'équilibre , lequel étant supposé répondre. 
à =o, —0, —0, etc., on aura Mi=o, H2—0, H3=0, etc. 
De sorte que les premicres dimensions des variables £, 4,9, etc., 
dans lexpression de 7”, disparaitront toujours. 


Substituant donc dans les équations générales les valeurs de 7' 
et de Z, et faisant #1, H2, H5, etc., nuls, on aura pour le 
mouvement 
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mouvement du système, 


= ATE (22) SNL (15) SL ét 
“Dé de Chabot Le + eu, 

o= (2) © Te $ 4 (1,5) si + (2,5) ge PL etc. 
x + my ae 0,2] gi t 5]e + E : 

o = (5) 2 Je + (1,5) s apa (2,5) Ha Ÿ + etc. 
+ (5]P + [1,5] + (2,5 + etc, 


etc, 


équations qui;-étant sous une forme linéaire ayec: des coefficiens 
constans, peuvent être intégrées rigoureusement et généralement 
par les méthodes connues, 


4. On peut supposer d’abord que les variables, dans ces sortes 
d'équations, aient entre elles des rapports constans; c’est-à-dire, 


que l'on ait JL =fE,p=—gË,etc.; par ces 5 substitutions, elles 
deviendront 


(Ha) G,8)g-tete.) EHH aH 0, 5)g-teté. Yo, 
((2) fH 1,2)H(2,5)g+etc.) i +((2] f+U,2]+[2,5]gbetc. Jo f 
(OatG,5}+ (2,5) ete. V Hg + 0,514 [2,5] ete), 


etc., 


lesquelles donnent © Te LATE kE =0, en faisant 


EJ + aft [1,318 + etc, 
SO ENT ET 


daa fit [1,2] + [2,3]g + ete: 
= (a) fF Ga) + (2,3)g + etc. 


Blg C5] + C2,3]f + ete. 
+ Ge DGSE ATOA de 


Le nombre de ces équations est, comme l’on voit, égal à celui 
des inconnues f, g, etc. &; par conséquent elles déterminent exacte- 
Méc. anal. Tome I. 45 
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ment ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre 
le terme #, et le multipliant respectivement par le dénominateur 
du second, on a des équations linéaires en f, g, etc., on pourra 
les éliminer par les méthodes connues, et il n’est pas difficile de 
voir par les formules générales d'élimination, que la résultante en # 
sera d’un degré égal à celui des équations, et par conséquent égal 
à celui des équations différentielles proposées; de sorte que Pon 
aura pour # un pareil nombre de différentes valeurs, dont cha- 
cune étant substituée dans les expressions de f, g,-etc., donnera 
les valeurs correspondantes de ces quantités. 

Maintenant l'équation A] + kE = 0, donne par l'intégration 

£ = Esin(ty/k 4e), 

Æ, € étant des constantes arbitraires; ainsi comme on a supposé 
4 = fE, #=gé , ete., on aura aussi les valeurs de 4, Q, etc. 

Cette solution n’est que particulière, mais elle est en même temps 
double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de #; par con- 
séquent en les joignant ensemble, on aura la solution générale, 
puisque d’un côté la somme des valeurs particulières de £, 4, 
©, etc., satisfera également aux équations différentielles, à cause de 
leur forme linéaire, et que de l’autre cette somme contiendra deux 
fois autant de constantes arbitraires qu'il y a‘d’équations, et par con- 
séquent autant que les intégrales complètes peuvent en admettre. 

Dénotant par k, k’, k”, etc. les différentes valeurs de #, Cest- 
à-dire les racines de l'équation en. #, et par f’, g, etc, f”, g", etei, 
f”, g”, etc., etc., les valeurs correspondantes de f, g, etc.; et 
prenant un pareil nombre de coefliciens arbitraires Z", B’, B”, etc., 
et angles aussi arbitraires z, €”, €”, etc.; on aura ces valeurs com- 


plètes de £, 4, Q; etc., 

E= E'sn(tyk4+e)}+ E'sin(ty/#+e) + B'sin(ty/4"+e")ete., 
J=f E'sin(ty k +e)" E"sin(ty k'e)" E"sin(sy/4"+e")etce., 
p =g Eine +e )+g'E'sin(y t+e)+g" Esin y EE )ete., 


etc. ? 
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dans lesquelles les arbitraires Z', E", E”, etc. €, e, e, etc. dé- 


dë d} dọ 
pendront des valeurs de. £, A, ©, ete., et + > ge CC. lors- 


que # est = 0, et par conséquent. de: l’état initial du système. 

En cffet, si dans les expressions trouvées de £, 4, Ø, etc., on 
fait £—0o, et qu’on suppose données les valeurs de £, 4, ®, etc., 
on aura des équations linéaires entre les inconnues Z’sine, 
E" sine’, etc., par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces 
inconnues. De même si on fait ¿=o dans les différentielles des 
mêmes expressions, et qu’on regarde aussi comme données les va- 
leurs de LA ae Us etc., on aura un second système d'équations 
linéaires entre Z^ cos #, B" cose’, etc., lesquelles serviront à leur 
détermination. De là on tirera aisément les valeurs de Æ’, E", etc, 
ainsi que de tange’, tange’, ete., et enfin celles. des angles mêmes 
e, e’,vetc. 

Mais voici un moyen. plus simple de déterminer ces inconnues 
directement et sans les embarras de l'élimination: 


5. Je remarque qu’en ajoutant ensemble les équations différen- 
uelles de Particle 3, après avoir multiplié la seconde par f, la 
troisième par g, et ainsi de suite; et faisant pour abréger, 


p= (1) + G2) f+ (G,5)g + etc., 
P = al + Bf [25]g ete: , 
g = (2)f+ (2) + (25)g + ete., 
Q = [f+ C2], + [25] ete., 
r= (5)g + (1,5) + (2,5)f + etc., 
R= [5g t 0,5] + (251f4+ ete., 


etos 


l 


on. a, l'équation 


og an “on ghle 


+ PE +: QŸ + R? + etc. 
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Mais les équations de Particle 4 donnent 
P = kp, Q= kq; R= kr, ete 

Donc l'équation précédente: déviendra de la forme 

gs : faute re + etc.) ipogea eae, 
dont l'intégrale est 

| pE + gd + r9 + etc. = Lsin(ty k + à), 
Z et À étant deux constantes arbitraires. | 

‘Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les diffé- 

rentes valeurs de 4 qui résultent des mêmes équations de condi- 
tion, et que nous avons dénotées par #, k", etc. -Ainsi désignant 
de même: par p',p', etc., g',g'; ete., etc. les valeurs, correspon- 
dantes de p, g,etc., et prenant différentes constantes arbitraires 
Z, L', etc., À, À", etc., on aura les équations suivantes : 


PE + gd Hro + etc. = Z'sin(t/k + x), 
PE + gd + re + etc. = L'sin(ty/k' +), 
pE + gd + re + etc. = L'sin(tyK”+ 2"), 


etc. 


Ces équations serviraient également à déterminer les valeurs de 
£, À, Q, etc. et il est clair que ces valeurs devraient coincider 
avec celles qu'on a trouvées ci-dessus (art. 6), puisqu'elles résultent 
les unes et les autres des mêmes équations différentielles. Ainsi 
en substituant les valeurs de Particle cité dans les équations pré- 
cédentes, elles devront devenir entièrement identiques. 

D'où il est facile de concluré que pour la première équation, 
on aura p j 9 A Re 

x=, L'=(p+fqj F gr ete) E, 
ensuite 
p f'g + gr + ete =o, p Hfd +g"r Hete o, ete:; 
que Pon aura de même pour la seconde équation; 


=e, L'=(p+f'g +gr +etc)£, 
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ensuite 


P' Pq gr + etc. = 0, p Hg + g"r + etc. = 0,, elc., 
et ainsi des autres. fi 
- Donc substituant dans les équations Gah our. A LAN 
P 

a”, L”, etc., les valeurs qu’on vient dejtrouver, onmaura celles-ci :: 

: 14 A pé +g} + re Hete. 

P'sin (yke ) = pP + qf + rg pete. ? 

sin (4y k" RS mr mr A le ah Lt 

B sin (tyk -HE ) ran p'+g'f"+re " Pete. ? 


m m p'E+g" + re + etc. 
E SRG RÉ PETITE etc. ” 
elc: , ft no ie Toe 


qui sont les réciproques de celles de l'article 4. 

Maintenant la détermination des arbitraires Æ, Æ", etc., e, e, n’a 
plus de difficulté; car 1°. en supposant £=—0, les premiers membres 
desr équations précédentes deviennent: £' sine’, Z"sineé'yetezyret les 
seconds: sont tous connus; en supposant les: valeurside ý, 4$, etc. 
données dans, le premier : instant: 2°. En différentiant, les mêmes 
équations , et.supposant ensuite ¿==0, les premiers membres seront 
VK.E'cose, yk. Ecos e, ete., et les, seconds seront aussi tous 


dë dA; d 
connus, en regardant come données les mu à a a } Fa ste 
lorsque #—0. Donc, etc. D. <€01 


6. La solution du problème est donc réduite uniquement à la dé. 
termination des quantités k; f, g, h,etce.; et nous avons vu dans 
l'article: 4 que cette ra rs dépend de la résolution des 
équations: 


Ha gt — Q=, ,rb—R=o; ele 3 


en conservant les expresiu Fe P» 9 r etc, E Wi e eté: 
de Particle 5. : 
Or si, on représente par Æ ce que one la quantité Z en y 
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d 
changeant g š Fo de etc: en e, J» g, etc., et par B ce que de- 


vient la partie de la üoantité y, où les variablés č, À, Q, etc. 
forment ensemble deux dimensions, en changeant: de même: ces 
variables en e, fy g, etc.; il est aisé de voir, et on: pourrait même 
sen convaincre 4 priori, que l’on aura 


Le dA dA 
P ce mr à = q = ai df. » r = dg » etc, , 
D | ~ dB dB 
PE; GRETA ? RE etc, 


en faisant ensuite e= 1. 


Donc en général si on fait 44—B=X, les équations pour la 
détermination des inconnues +, f, g, etc. seront 


dK dK dK gi 
D mO; RE dE Me? etc., 


eni supposant e = 1, Ainsi comme la quantité X se formeimmé> 
diatement des ‘quantités Z' Jet: 7; on pourra aussi trouver direc= 
tement les équations dont il s’agit; sans: avoir besoin de les déduire 
des équations différentielles du mouvement du système. 

Je remarque maintenant que puisque Æ est une fonction homo- 
gène de deux dimensions de! e, fyg, etes; on aura.par la propriété 
de ces sortes de fonctions, démontrée dans. l'article 15 dela sec: 
tion IV, 


So RCA rien o 


Déni on: aurai aussi Æ —0; par conséquent les inconnues : f} 
g, h, etc. doivent être telles, que non-seulement la quantité X 
soit nulle, mais que chacune de ses différentielles relatives à ces 
inconnues le ‘soit aussi; d’où il s’ensuit que la quantité 4 regardée 
comme ‘une fonction de ces inconnues, dépendante. de l'équation 
K =o, devra être un maximum où un minimum. 


Sion fait d'abord'e=1,et qu’on remplace par Æ = 0 l’équa- 
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tion PE, on aura, pour la détermination des inconnues Figs 
Z, etc., les équations 


dK dK 
N T'en) a 


Si donc on tire d'abord la valeur de f dé l'équation 2 F =, et 
qu’en la substituant dans X =o, on change cette équation en 
t Vape 5... dK 5 
K'=0, il n’y aura qu'à faire ensuite = = 0, et substituer de 
o 

même la valeur de g tirée de cette dernière équation dans X'=o ; 
alors nommant "= 0 Péquation résultanté, on fera de nouveau 
m=, et ainsi de suite. Par ce moyen: on parviendra à une 
équation finale qui ne contiendra plus les inconnues f, g, #, ete., 
mais seulement la quantité #, et qui sera l'équation cherchée 
en k, dont les racines ont été nommées #, $", 4”, etc. 


On peut même réduire cette équation en une formule générale, 
en considérant que puisque les quantités’ f, g, A, etc., ne forment 


ensemble dans la valeur de Æ que deux atiendo? la quantité 
Cd? _—— a [2 . . ’ . . 
r AS sera Raa opoe À sans f, sa différentielle relatiye 


à f étant — Fe Pre ; et, par conséquent nulle. De sorte qu’on-pourra 


— B, s Y ; . 
faire K = Ts 2e ; et comme dans cette quantité X’ les in- 


connues restantes, g, A; etc., ne montent aussi qu’à la seconde 
oK'd°K'—dK"? 
dg’ 
de suite. La dernière des quantités K, K’, K”, etc., étant égalée 
à zéro, serà Péquation cherchée en $. Il est vrai que cette équa- 
tion pourra monter à un degré plus haut qu'il ne faut, à cause 
des facteurs étrangers introduits dans lės équations "=o, 
K” =o, etc.; mais si en développant ces équations, on a soin 
de les débarrasser successivement de ces mêmes facteurs, et de 
ne prendre ensuite pour les valeurs de X’, K”, elc., que leurs 


dimension ; on pourra faire de même ^= ; éLainsi 
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premiers membres. ainsi, simplifiés, l'équation finale se trouvera ras 
baissée d'elle-même à la forme et au degré dont elle doit être. 


Quant aux valeurs de f, g, etc., on les déterminera ensuite par 


"AK -dK" > 
les équations WSF O, ee aa etc., en commençant par la der- 


nière, et remontant - à la première par la;substitution successive 
des valeurs trouvées, 

7: Comime la solution précédente est fondée sur ‘la Supposition 
que les variables £,.4, @, etc. soient très-petites, il faut, pour 
qu’elle soit légitime, que cette supposition ait lieu en effet ;, ce qui 
demande que les racines 4’, %4", etc. soient toutes réelles, positives 
et inégales ; afin que le temps #, qui croit à l'infini, soit toujours 
renfermé: sous les signes de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de 
ces racines devenaient négatives où imaginaires, elles introduiraient 
dans les sinus Ou cosinus-correspondans des exponentielles réelles, 
el si elles devenaient simplement égales, elles y introduiraient des 
puissances algébriques de, l'arc; c’est de quoi -on peut s'assurer, 
par les méthodes connues i, en mettant dans -le ‘premier cas, à 
la place des sinus ou cosinus , leurs expressions exponentielles ima- 
ginaires, et en supposant dans le second, que les racines égales 
différent entre elles de quantités infiniment petites indétérminées ; 
mais comme le développement de ces cas est inutile- pour l’objet 
présent , nous ne nous y arrèterons point, ; 

Si la condition de la réalité et de l'inégalité des coefficiens de # 
a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de £, de n, ete. 
seront, mpindres que les sommes des quantités F% E% B”, eto., 
des quantités FE TIG f"E", etc, en prenant toutes ces quantilés 
positivement; par conséquent si ces différentes sommes sont fort pe- 
tites, on sera assuré que les valeurs des variables le seront tou- 
jours aussi. 

Mais comme les .coefficiens E', E',.E", etc. sont arbitraires et 
dépendent uniquement du -déplacement initial du système, il est 

possible 
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possible queles variables £, 4, etc. restent fort petites, quand 
même‘ parmi les quantités yk’, yk’, etc., il y en aurait d'imagi- 
naires ou d’égales ; car il suffit pour cela que les quantités corres=; 
pondantes Z; Z", etc. soient nulles, ce qui fera disparaître les 
icrmes qui croîtraient avec le temps z. Alors la solution, sans être 
exacte en général, le sera néanmoins dans le cas particulier où 
la condition précédente aura lieu. 


8. On a des méthodes pour réconnaitre si une équation donnée, 
de quelque degré ‘qu'elle soit, a toutes ses racines réelles où non, 
et pour juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et dé leur 
inégalité; mais l'application de ces méthodės étant toujours un peu 
pénible, voici quelques caractères Simples et généraux qui serviront 
à juger de la forme des racines aout il s’agit, dans un grand 
nombre de cas. 


En prenant l'équation K= 0, ou Ak — B =o (article 6) - 
on a k=5; or il est facile de se convaincre que RA quantité Aa tou- 


jours nécessairement une valeur positive, tant que f g, etc. sont des 
quantités réelles ; ; car la fonction T, d’où elle résulte, en changeant 


dE AL. de 


TION JE) etc. en 1, f, g, etc, (art. cité), est composée de la somme 


de plusieurs carrés . multipliés : par des coefficiens nécessairement po- 
sitifs. Douc sida quantité Best aussi-toujours positive; ceiqui a lieu 
lorsque la partie de la fonction, 7, où les variables £, Y> P; etc. 
forment ensemble deux dimensions, est réductible à la même forme 
que la fonction 7', parce que; la quantité. B résulte aussi de cette 
partie de 7, en changeant E, Q, etc. en 1,.f, gs etc.; on est 
assuré que les valeurs, de +, c’est-à-dire „les racines de l'équation 
en k, seront toujours positives toutes: les. fois qu’elles i seront 
réelles. F 

Au contraire, si la quantité Z est toujours négative, ce qui arè 
rivera quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par 
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des coefficiéns. négatifs, les valeurs réelles de Æ seront toutes né- 
gatives. Dans ce dernier cas, là solution ne pourra pas être bonne, 
parceque les racines de l'équation. en Æ ne :pouvant être qu'ima- 
ginhires ou réelles. négatives, les éxpressions des variables £, ;'etc. 
contiendront nécessairement le temps t hors des signes de: sinus 
etocosinus. 

Dans le premier cas où B est positive, on voit seulement que 
si les racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et 
il serait-peut-être difficile di démontrer directement qu’elles doivent 
être toutes réelles; :mais on peut, se convaincre, d’une autre ma- 
nière, que cela doit être ainsi. 

Car le principe, de,la conservation des forces, viyes, que. nous 
ayons démontré dans. le $ Vde la section IT, donne l'équation 
TNA = const, (art. 1 14, sect. précéd. Já laquelle, à Loujours lieu 
puisque T et 77 sont fonctions sans £ (art. 2). Or si on désigne 
par P la partie de F qui contient les termes de deux dimensions, 
énsorte que FV=H+F", a cause de Hi, HER A etc, 
RD -ôn-/aura + | 7 75 à re 
FRE o TEHT PE Conte (NY (PT, nn 


EDIR 


en FAR par (T) et (7”) les valeurs de 7! et 7 au, premier 
instant ; donc TE =(T) +0). imite 

Done, puisque Z estopar sa fofme “une quantité toujours posis 
tive, si y l'est aussi on laura nécessairement 7 onet KATY 
+ (77); de sorte que/la valeur \dé!°77, ét ‘Conséquémment aussi 
celles des variables !#, 4, 9, ete. Seront ‘renfermées dans des li: 
mites données et dépendantes ‘uniquement de Vétat initial! Ces 
variables ne pourront donc pas contenir le/temps #'hors des signes 
de! sinus et cosinus, parce ‘qu'alors’ ellés pourraient aller/en crois: 
sant à l'infini, Or lorsque la valeur de B ést constamment positive, 
celle de 7” Pest aussi, par conséquent les racines de l'équation 
en seront nécessairement toutes réelles, positives: et: me 
(art. LE bee ét la solution sera toujours bonne: 


" 18 iD 
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Dans ce cas, l'état d'équilibre d’où le système a été déplacé sera: 

stable, puisque le système y reviendra, ou tendra toujours! à y 

revenir par: des oscillations très-petites; du moins il ne pourra 
jamais s’en écarter que très-peu, 


9. Cest de cette manière que nous ayons démontré, à Ja fin de 
la troisième section de la Statique (art. 25 et suiv.), que lorsque 
la fonction I est un minimum dans l'état d'équilibre, cet état est 
stable; car il est facile de voir que la fonction nommée I dans 
l'article 21 de la section citée, est ‘la même que nous représentons 
ici. par 7, puisque Pune et Pautre est l'intégrale de la totalité des 
momens des forces agissantes sur les différens corps du système, 
totalité qui doit être nulle dans l'équilibre. Or comme lon a 
V = H+ V’, et que 7” ne contient les variables £, 4, , etc. 
qu’à la seconde dimension, il s'ensuit que 77 sera un minimum où 
un maximum , Selon que la valeur de X“ sera positive ou négative 
en donnant à ces variables des valeurs quelconques. Donc Péqui- 
libre sera nécessairement stable dans le cas du minimum de y 
(art. précéd.). | 

Au contraire, dans le cas du maximum de P, la quantité 77 
étant toujours négative, la quantité Z le sera aussi, puisqu'en fai- 
sant 4=fË,p=gé, etc., Ja valeur de 7" deyient £°Z (art. 6); 
et par ce que nous avons démontré dans l'article précédent, 
leg expressions des variables contiendront nécessairement des termes 
où + sera hors des signes de sinus et cosinus; l'équilibre ne pourra 
donc pas être stable, car le système en étant tant soit peu déplacé, 
s’en éloignera toujours davantage. Cette seconde partie du théorème 
énoncé dans l'endroit cité de la Statique, n'avait pu y être démon- 
trée faute.des principes nécessaires; nousen avions remis la démons- 
tration à.la Dynamique, et celle que nous YEnons,. de donner ne 
Jaisse plus rienià desirer, - 
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‘10. Au reste, entre ces ‘deux états de stabilité et de non-stabi- 
lité absolue, dans lesquels. l'équilibre étant tant soit peu; dérangé 
güe manière quelconque, tend à se rétablir de: lui-même, ou à 
se déranger de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité 
conditionnelle et relative, dans lesquels le rétablissement de Péqui- 
libre. dépendra du déplacement initial du système, Car, si quelques- 
unes des valeurs de ÿ/k.sont imaginaires, les termes correspondans 
dans les. valeurs des variables contiendront des arcs de cercle, et 
l'équilibre. ne sera pas stable en général; mais, si les coefficiens 
de ces termes deviennent nuls, ce qui dépend de létat initial du 
système, les ares de cercle disparaîtront, et l'équilibre pourra en- 
core. être regardé comme stable, du moins par rapport à cet état 


par ticulier, 


11. Lorsque toutes les valeurs de, y% sont réelles et inégales , 
et que, par conséquent. l'équilibre ¡est stable, les expressions de 
toutes les variables seront composées autant de termes de la 
forme 

E sin(ty k +e) 
qu'il y a, de variables. 
Or ce terme représente les oscillations at ri et isochrones 


d'un pendule simple dont la longueur :est f, en prenant g pour 


la force de la gravité. Donc les oscillations des différens corps 
du système pourront être regardées comme composées d'oscilla- 
tions simples analogues à celles des pendules dont Is, longuis 


seraient 5, Š F5 fs p'etce 


Mais les coefficiens Z’, B°, etc. étant arbitraires et dépendant 
uniquement de l'état initial du systéme, on peut toujours supposer 
cet état tel, que tous cés coëfficiéns, Hors uni 'quelCorique , soient 
nuls; alors tous les corps du système feront des oscillations simples, 
analogues à celles d’un même pendule; et Pon voit qu’un même 
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système est susceptible d'autant de différentes oscillations:simples; 
qu'il y a de corps mobiles. Donc en général lesioscillations, quel- 
conques, d’un système ne seront composées que de. toutes, Les cos- 
cillations simples qui pourront y avoir..lieu par;la nature du système! 

Daniel Bernoulli ayait remarqué , cette: composition d’oscillations 
simples et isochrones, dans le: mouvement. d’une .corde vibrante 
chargée de plusieurs petits poids, et. il l'avait regardée comme.une 
loi générale de, tous les petits. mouvemens, réciproques, qui. peuvent 
avoir lieu dans un système quelconque de corps. Un seul cas, 
comme celui des cordes vibrantes, ne suffisait „pas pour. établir une 
telle loi; ; mais l'analyse -que nous, venons. de donner < établit RH 
loi d’une manière. certaine et générale, et fait voir que quelque irré 
gulièrès que. puissent paraitre les petites oscillations qui, s’pbseryent 
dans la nature, elles peuvent toujours se réduire à à des oscillations 
simples, dont le nombre sera at à Cadi des” sii osëillihs dans 
le! même système. ::0: 09 = A aoisypòil 

C’est unetsuite derla .nature, sd inati dinééipes; auxquelles 
se réduisent les mouvemens:des corpsqui-composent un!système 
quelconque; us ces mouvemen$ sont très-petits. | 


19. Si les aleurs des quantités VF, VF, VE élec. Sont in- 
commensurables , il èst clair que les temps de ces oscillations 
seront aussi incômmensurables, “ét que par conséquent lé système 
ne pourra jamais reprendre sa première position 

Mais sices quantités sont entre elles comme nombre à! nombre, 
et qùe leur plus grande ’commumé mesure soit, on verra ficie: 
ment que le’ système: reviendra toujours” à la méme Désition 7 au 


bout d’un temps 02, T. étant l'angle” de 180 “degrés. Ainsi à 


sera le rampe de Poscillation: composée, de tout le système... 

th 5- edilgin bang 19 9 i {re 
no ri La solution és nous venons de donner aie qué les 
coordonnées puissent être exprimées. par des fonctions én séfie:de 
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variables: très-petites, etquisoient nulles dans l’état DRE A 
ainsi que  nous-lavons supposé dans l'article 3. 

Por Eeste qui esttoûjours possible ; Comme nous l'avons Vü, 
lorsque les équations’ ‘de! Condition réduites en série, contiennent 
les prémiières puissances dés variables supposées très-petites , parce 
que ces termes donné d'abord! des équations résolubles ratiün- 
héllemétit:,- ét quensuite on! peut toujours, par Ja méthode dés 
séries, lavoir dés Shitions râtionnelles dé plus en plus exactes. 

on ke ut féaninoins Atrivér que les termes de da premiére di- 
ménsion mangent dans” üne où plusieurs des équations de con- 
ditiôn, cé qui aura licu, par exemple, si dans l'équation L=o, 
lès’ valeurs! dés” cobrdbnnées our l'équilibre sont telles, qu'elles 
redent Hon-Seulemént L nulle, mais aussi. chacune de ces difé- 
ano o 9b 6. 91iub9r 92 e1 
rences, premières ; car on aura alors LE, E E ete: ,, et 
l'équation ZŁ =o ne, contiendra que les secondes:puissances et leš 
puissances ultérieures dé) py y, ayete. (art: 1)! Dans cercas, 
sicóù réduit les-coordoùnées ren fonctions’ de variables ‘indépen: 
dantes , ces fonctions’ ne) poufront:plus être rationnelles ; et! les 
équations différentielles ne seront ni linéaires, ni même rationnelles. 
Ainsi, Ja spppositions; ides mouvemens, pisii du système, ne 
servira, pas Alors à à simplifier la solution du, problème, ou, du 
moins ne la rendra pas susceptible de. Ja es eénsrals que 
nous ayons exposée; 

RON résoudre, .ces éortes ide A ban dr: ËE ‘manière, gr plus 

simple, -on;fera d'abord abstraction des équations de „condition, 
où les premières! ‘dimensions des. variables nesse; trouveraient; pas ; 
on parviendra ainsi à des expressions de-7' et de 7 de la forme 
de celles de l'article 2. Ensuite on ajoutera a cette valeur de 7 
les preñiers membres ‘des équations! de condition ‘ansxquélles on 
n'aura pas encore eu égard, multipliés chacun par un coeflicient 
indéterminé pet qu'onsupposera-constant dans les différentiations 
parf etil suffira dans cés termes dus aux équations de condition, 
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de tenir, compte des plus basses: dimensions des: variables très: 
petites. De là on trouvera les équations différentielles à l'ordinaire, 
etil s'agira Yen éliminer les -coefficiens indéterminés. ::,,: 4 


Si les ‘équations ‘de vondition étaient du second degré, et què 
les coefficiens indéterminés pussent être supposés constans ; Id 
valeur de 7 serait encore delà rhêmetfoñme que! dans la solution 
générale ; par conséquent on pourrait l'appliquer aussi à ce cas; 
on déterminerait ensuite les coefficiens, ensor{e, que, Jes équations 
de condition fussent satisfaites, On pourra donc toujours com- 
mencer par adopter, cette supposition , ọn yerra ensuite si les ya- 
leurs, qui en, résultent pour les. variables , ». peuyent. Satisi dire aux 
équations. de condition., auquel cas Ja LPS TOR Sera légitime, 
et la solution exacte , | sinon, il faudra chercher : à intégrer, les qua: 
tions différentielles par ; des méthodes particulières. 


SUD BI 90 yo 
7 - OGEI 9€ «24109 € 8go 9b 
“Weri etratt eoq 1 98 ,'19 $ Hu : | Ji 247 20.891 iG Z oto) 
a D : j Í h 
Des oscillations dur système Tinéairé de corps. ‘| Me 
HOUE jitea 19 : HD pe Das N fenis gg no 
14. Lorsque les corps qmi composent le-système proposé sont 
disposés, les uns. par rapport aux autres , d'une panye uniforme 
D 
et ré zulière , on peut simplifier I le Calcul ui parvenir å | des formules 
générales” el symétriques , en nployant I la notation < et l'algorithme 
des différences finies. Nous allons en ‘donner un exemple, en exa- 
minant le cas où un nombre quelconque de corps rangés sur une 
ligue droite ou courbe, oscillent, en vertu de forces quelconques 


combinées: avec deur action. réciproquesur à tuer 20 


Soient Œ; y, z les coordonnées rectangles d’un qüélconglie des 
corps du système, que nous dénoterons par Dm, en employant 
la lettre majuscule D pour dénoter les UE finies {art 7 
sect. IV). On aura d'abord UE 
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la caractéristique S AP STE me sommes relatives à tout. le 
système. Lu ellaita ibreli Up f i 

La fonctioñ 7 doit contenir A somme STI Di! provenant des 
fonctions accélératrices P } :Q,°R,; etc: qu'on l'ÉUHPASP tels que 


Jon ait 


cs eri AP QUE Rem) 


Cetté fonction ‘doit ‘Content aussi la’ sbinme soit, èn sup- 
posant que ly éoit là force“ avec laquélle ‘deux corps Voisins qui 
sont à la distance Ds l'un de l'autre, Sattirent, et que cette force 
soit une fonction ‘dé là même distance Ds, ensorte que fodDs soit une 
quantité. intégrable dont la diférentielle par d. ‘boit RUE Cétte 
force o, que nous. ‘supposons fonction GE Ds, pourra var jer d’un 
corps à Pphütre et séra” par conséquent aussi fonction du Hombre 
ou de la quantité qui représenté la place de ‘chaque Corps dans la 
série de tous les corps, et à laquelle se rapporte le signe som- 
matoire S. Si les corps, au lieu de attirer, se repoussaient, il fau- 
drait prendre ® négativement. PAR REA 

On aura ainsi Pr = SDM + Sf baD, et par ar conséquent 


2 ALOON OE Aapan anki iaie 


"ii il est ‘bon der remarquer, que. ‘cette expression de d y ‘serait 
Ja même, si les corps | taient liés entre eux de manière que Jeurs 
distances mutuelles fussent invariables ; car on aurait dans ce cas 
l'équation de condition AD: = = 0, laquelle donnerait dans l'ex- 
pression d de J'Y le terme Sd Ds (art. cité). RAY 


15. En past Rk, l'élément Ds, par les: différences, An ide w} 
y, zil est clair qu'on-aura,,.. soòonobto. , 


DVD Foy F Dr; 


Aou éférentiant par PA i R 


JO b GHJ 
ppo Balle ui + pui 
fi ; Ds 0 N 
Substituant 
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. f r ® x 
Substituant cette valeur, et faisant, pour abréger, -z = Y fonction 
de Ds, on aura 


ÒF = SMIDm + SF (Dxd\ Dx + Dyd'Dy + Dzd'Ds). 


Comme les caractéristiques D et ^ sont indépendantes entre 
elles, on peut changer ^D en Då, et l'on aura 


SF = SMIDm + SY (DxDIx-+DyDdy + DzDS:),. 


On peut aussi faire disparaître le D avant le ^, par l'intégration 
par parties appliquée aux différences finies. 


16. En effet, on a en général 
D.xy = «Dy + y Dx + DxDy 
= (x + Ds) Dy +y Dx = x, Dy +yDx, 
en dénotant par x, le terme qui suit x dans la série des termes 
consécutifs x, x+- Dx, etc. Donc, en passant des différences aux 
sommes, on aura 
Sy Dx = xy — Sx, Dy. 
On trouyerait de là même manière 
Sy D'x = yDx — x, Dy + Sx; D'y, 
et ainsi de suite, x, x, x,, etc. étant les termes qui se suivent dans 
la même série, 

Pour compléter ces sommations , il faudra rapporter les termes 
hors du signe S, au dernier point de l'intégrale finie Sy Dx, et en 
retrancher les mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en 
marquant par un zéro et par un placés au bas des lettres les termes 


qui se rapportent au premier et au dernier point, on aura ces 
sommations complètes. 


SYDx = xi yı — 2yo — Sx, Dy , 
Sy D'x = yi Dri — Xi Dy 
— y.Das + +, Dya 8x, DY, 
etc, 
Mec. anal. Tom. I. 47 
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. Lorsque. la caractéristique S indique des sommes totales d’un 
nombre de termes donné, il est clair qu’on peut, à la place des 
termes x Dy, x,Dy sous le signe S, prendre les termes précé- 
dens, que nous dénoterons par xD,y, xD,y, ete., en marquant 
d'un trait, de deux, etc., placés à gauche, les termes ,y, ,y qui 
précèdent y dans la série indéfinie etc., ,Y3 ,Y3 Yy is Vas CC: 


17. Cela posé, mettons dans les formules précédentes dx à la 
place de x, et #Dx à la place de y, on aura ces transformations 


SYDxDd\x = (YDad\x), — (YF Dxdx), 
— SfxD(YD») ; 
et de même 
SYDyDd}y = (FDydy), — (FDydy), 
— Sly D (FDr), 
SED:zDdx = (Y Dzðz} — (FDzdr), 
ug SzD (FD:), 
et lon fera ces substitutions dans l'expression de Ay 
Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les varia- 
tions dxs, dy., dr, et d'u, dyr, dx. qui s'y rapportent, se- 
ront. nulles, Nous. adopterons d’abord cette hypothèse . qui simplifie 
les formules, et nous aurons en conséquence 


AF = SADm — S$xD(EYDx) 
— S$yD{YDy) — SzD (Y Dz). 


En général, comme il, faut que les variations disparaissent tou- 
jours, si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n'étaient 
pas fixes, il fäudrait supposer la valeur de # nulle au commen- 
cement, ou à la fin. On aurait ainsi, à cause de Y = D la condi- 

S 
tion à remplir ®, =o, ou, ®; =o , si le-premier-ou:le dernier corps 
est supposé mobile, et si tous les deux étaient mobiles on aurait 
les deux conditions %, =0o et ®,=0. 
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18. La variation JW étant réduite à cette forme simple, les 

équations générales de la quatrième section (art. 10) étant rap- 

. portées aux variables x, y, z de chacun des corps du système, 

donneront pour ces variables les trois équations suivantes, dans 
lesquelles je remets :® au lieu de #Ds, 


LE Dm m + © = Dm — Me 


dy DIN LE 
de Dm + SD — D, (5 HN O, 
d'z dII Dz 

T Dm + je Dm — D, (5 = 


Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des 
corps; mais lorsque ces mouyemens sont très-petits, les équa- 
tions se simplifient et deviennent linéaires, comme nous Payons 
vu plus haut ($ I). 


19. Supposons que dans l'état d'équilibre du système, les coor- 
données x, y , z deviennent a, b,c, et qu’elles soient dans le mou- 
vement a-g, bn, cH g, les. quantités AA ue E petant très- 
petites. La fonction M deviendra 1+ TE qian T UPE T Ty. Ainsi 
en regardant dorénavant IT comme une able fonction de a, 6, 


TI I AN 
c, les trois différences pe ne Ja Jy? æ POowront s’expri- 


mer ainsi: 
a + (a 8 + a "+ nt) ; 
T (im E + ar "+ rt) 
is T + (Ga E+ Me" + I c) 


Par les mêmes substitutions de a+Ë, bn, c-+-¢, au lieu 
de x, y, z, les différences Dx, Dy, Dz deviendront 
Da +- DE, Db+ Dr, Dc+ Dé. 
A l'égard de la quantité ®, qui est supposée fonction de Ds; 
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si on fait, pour abréger, 
Df = VD + DE + De, 
-on aura d’abord 
Ds=Df +} 7 DE + pD + poti 


ensuite si où nomme Æ ce que devient la fonction ® lorsqu'on y 


. dF La 
change Ds en Df; et DE fasse TD — mea on aura par le dé- 
veloppement, 


DE 


ct par conséquent | 


OO FOOT DE ODG: Dr) Dé! D! 
p= ayt GX o t g” DEDE% D 


20. On fera ces substitutions dans les trois équations trouvées 
ci-dessus , et comme dans l’état d'équilibre les variables £, n, ¢ 
sont supposées nulles, il faudra que ces équations se vérifient dans 
cette hypothèse. Ainsi les termes constans devront se détruire , 
ce qui donnera d’abord les trois équations de condition 


dn FDa 

PM er. D, (7) = 0, 

dri FDb 

g Dm — D, (DF SA 

art FDc 

J 2m — D, (DF) = 

Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b, 

c doivent avoir dans la situation de l'équilibre ; ét il est facile de 
voir qu'elles représentent d’une manière générale celles que nous 


avons trouvées dans la section V de la première Partie, pour + 
l'équilibre de plusieurs corps liés par un fil extensible ou non. 


21, On aura ensuite, entre les variables #, n, € et t, Iés trois 
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équations suivantes, dans lesquelles je fais, pour abréger, 


G = EF — B 
Da t= Db co "Le De 
lai DP — Es ME >: ind 


SE Dm + (is £ + 24 us n + et) Dm 


an), CRE Ga (DRE + FT) ]=0; 


a Dm CET” "+ gt) Dm 


DRAC DE 
TE £ Dm m- (EE + a + 12) Dm 
me [T6 CDR + + DSe, 


Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les oscillations 
du système supposées très-petites; elles sont du genre de celles 
qu’on nomme: différences finies et infiniment petites , et comme 
elles sont à'coefficiens constans, elles sont susceptibles de la mé- 
thode générale exposée. dans le, paragraphe précédent. 


22. Les équations de l’article 20 qui renferment les conditions. 
de l'équilibre donnent, en passant des différences aux sommes, 
art 
“DF — S da z Dm =- A » 
D ST Dm +8, 
TR ge Dm + C, 


A, B, C étant trois constantes arbitraires ; d’où Pon tire tout de 
suite 


= ICE Dm + 4) 457 F Dm +8) Hs 5 F Dm+C). 


"554 ` MÉGANIQUE ANALYTIQUE. 

Lorsque la quantité Æ' est une fonction donnée de Df, ce qui 
a lieu quand on suppose que les corps s’attirent ou se repoussent 

par une force ® fonction de leurs distances Ds, la valeur précé- 

dente de F donnera la valeur de Dfqui doit avoir lieu dans l’état 

d'équilibre. 

Mais lorsque les distances Ds sont supposées données et inva- 
riables, alors la quantité ® qui tient lieu du multiplicateur À (art. 14) 
est inconnue-et doit se déterminer par la formule précédente; mais 
' dans ce cas on a .Ds=,Df,iet par conséquent (art. 19) 


py DE +5 Dn + pp D= 6, 
ce qui simplifie les équations de l'article précédent. 


25. L'esprit de la méthode .de Particle 4 consiste à supposer que 
chaque variable soit exprimée par/une même fonction de ż, multi. 
pliée par. une quantité différente pour chaque variable. 

Si on désigne par 8 cette fonction, on fera 


AA P, A nm, cc A 0Z 2 
et après avoir substitué ces valeurs dans les équations de Particle 21, 


on verra aisément que pour vérifier ces équations, il est nécessaire 
que la variable 0 soit déterminée par une équation de la forme 


d9 


eh A8 5 o; 


car alors en mettant pour a sa yaleur:— %9, et divisant tous les 


termes par 0, on aura ces trois équations aux différences finies, 


pesare ar 
aa] [e Cr pes +r) 
kYDn = (57 ig X+ Y+ T Z) Dm 
DTE or (PE + E 4 22, 
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on = (QU NE VASE 2) Din 
FDZ. 7 DX a D DE ma 
=D ar 6 CF y 


24, Féquation en’ 8'sintègre facilement ; elle donne 
0 = Esin((yéte, 


E ete étant deux constantes arbitraires. . 

A l'égard des équations en X, F, Z, elles ne sont en général 
intégrables en termes finis, par les méthodes connues, que lors- 
qu’elles sont à coefficiens constans; mais si on développe les diffé- 
rences finies marquées par D, elles deviennent de la forme (art. 10) 


AX, + BY, + CZ, + A'X + BY + C'Z 
+ AXæ+ B'Y+ CZ = o0; 
les coefficiens 4, B; C; 4', B’, ete. sont constans où variables, 
mais indépendans de-z, et la quantité & n'entre que dans ‘les va- 
leurs de 4’, B’, C’, et seulement à Ja première dimension. 

Si maintenant on désigne par X., X,, X., X3, etc. les valeurs 
consécutives de X, en commençant par là première , qui répond au 
premier corps dursystème, et de même/par Fa Pi, Pr, Pi ette, 27, 
Zi, Za, Zs; ete, les valeurs consécutives correspondantes de Y et p: 
et qu'on substitue successivement ces valeurs dans les trois égua- 
tions réduites à la forine précédente, il est aisé de voir que les 
trois premières donneront lés ‘valeurs de X,, Y., Z, en fonctions 
linéaires de X.,° ?., ZX), Yi, 7; que” les’ trôis suivantes! 
donneront X;, Fs, Z, en fonctions linéaires de X,, F,, Z., X,, 
Fi, Zi, lésquellés; par ‘la Sübstitution des valeurs de X,, -X 
Z, , deviendront'aussi des, fonctions linéaires de ey Fi 2X 
FY,, Z,, et ainsi de -suite 

Donc. -en général: lés valeurs). de. RES Phi Zig, seront dë 
la forme | 


AX BP, + CZ. + AX: FBF, + CZ, 
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et il est facile: de s’assurer, par le calcul, que les quantités À, 
B, C seront des fonctions rationnelles et entières de 4 de la di- 
mension n—92, et-que les quantités A$ -B C sont de pareilles 
fonctions de la dimension 7— 1. 

Nous avons supposé (art. 17) que le premier et:le dernier corps 
du système étaient fixes ; le premier corps appartient à l'indice o, 
et si on désigne par zi le nombre des corps mobiles, le dernier 
corps, qui doit être fixe, epraniendne à l'indice na Il faudra 
donc que l’on ait 


X.=0, F0, Loea OIE Anet 0 Pi =0, Lati = 0, 


ce qui donnera entre X., Y,,,Z,:trois équations linéaires de -Ja 
forme A’X, + B'Y, + CZ, = 0, dans lesquelles les coefficiens 
A’, B, C’ seront des fonctions rationnelles et entières de & de 
la dimension z. 

En éliminant..les quantités X,, Y,,Z,, on aura une équation 
en & du degré 532, nombre des, inconnues X; YF, Z, et qui aura 
par conséquent, 37 racines. 

Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quan- 
tités X,, Y., Z; de sorte qu’on pourra prendre à volonté la va- 
leur d’une de ces quantités. Comme ces rapports se trouvefont 
exprimés par des fonctions rationnelles de Æ;, on pourra exprimer 
les valeurs des trois quantités X}, Y,, Z, par des fonctions ra- 
tionnelles et entières de Æ, et par ce moyen les inconnues X, Y, 
Z seront aussi exprimées en général par des fonctions connues , 
rationnelles et entières. de À, 


25. Nous dénoterons par #, k", k", etc., AG" les différentes ra- 

' cines de l'équation en A, dont la résolution doit être supposée 
connue; et nous dénoterons pareillement par X^, X", X7, etc., 

Ét, Kiro Y "yete 2% Z Z”,setc.ules: rvaléuts correspondantes 

des quantités X, ¥, Z, qui résultent de la substitution de ces 

différentes racines à la place de k, 

É Donc 
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” Donc puisqu'on a trouvé (art. 23, 24) 

£ = XE sin (iy k + e); 

= YEsin(ty k+ €)» 

č = ZEsh(tyk+e), 
en: substituant successivement les différentes valeurs de k et en 
prenant différentes constantes arbitraires Æ et €, on aura autant de 
valeurs particulières de £, n, €, dont la somme donnera les valeurs 
complètes de ces variables, -par la nature des équations linéaires. 
Ces valeurs particulières de £, n, € sont analogues à celles qui 
représentent les petites oscillations d’un pendule dont la longueur 


serait E (art. 11), pouryu que k soit une quantité réelle et positive ; 


etle mouvement de chaque corps sera composé d'autant de pareilles 
oscillations qu'il y aura de valeurs différentes de k; de sorte que 
si toutes ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera im- 
possible que le système reprenne jamais sa première position,- à 
moins que les valeurs de £, n, € ne se réduisent aux valeurs 
particulières qui répondent à une seule des/racines +. Dans ce 
cas, en faisant ¿=o dans les formules précédentes, on aura XÆsine, 
YEsine, ZEsine pour les valeurs de £, n, €, et XÆcose, 
YE cose, ZE cose pour celles de A o sk Ainsi pour que ce 
cas. puisse avoir lieu, il. faudra que les déplacemens primitifs £, 
n, €, ainsi que les vitesses initiales Se, g as soient proportion- 
nelles à X, FY, Z; etil y aura autant de manières de satisfaire 
à ces conditions, qu'il y a de valeurs différentes de k. 


26. Si on désigne, par des traits supérieurs, dés constantes arbi- 
traires différentes, on aura 


g = X'E'sin(y 4e) HX" B'sin(iy k HeH X"L"sin(ty/K"+2") ete. 

n = Y'E'sin(ty #+<)+ E" E'sin(ty kite) Y”E”sin(ty kH”) ete., 

= Z'E'sin(ty +) Z" E" sin(ty k'e) + Z" E” sin(ty k'e") ete., 
UMéc. anal, Tome I. 48 
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pour les valeurs complètes des: variables £, », ¢, qui représentent 
les oscillations de chaçun. des core du syeleme donné, quel que 
soit leur état initial. “ Ù 

On peut réprésentér n ces valeurs d'une manière plus simple, en 
employant le signe 5 pour exprimer la somme de toutes les va- 
leurs correspondantes aux différentes valeurs de k; on aura ainsi 


Een: (KE Sin (14 +6) Y5 
ne SPES UREY 89451 
{= 2.(ZE šin (tyk + 6)), 


et l'on aura les expressions particulières des variables £,, ne, Cis £, 
nas. Ca, etc. pour chacun des: corps du système, en changeant, 
dans les précédentes,” X, R Z en p A Y., Z., SY S A, etc. : 
et prenant pour Æ te inétantes Constantes arbitraires Z,, 
F,, etc, 6, 6, etc. qui dépendent de l’état initial du système, 


i 
27. Pour déterminer çes constantes dela manière la, Se sue 
je reprends, les équations, en; %,! my6 de l'article 21, et je les ajoute 
ensemble, après avoir multiplié-la première -par X, la seconde par ¥ 
et la troisième par Z; je prends ensuite la somme de toutes ces 
équations ainsi composées, relativement : à tous les corps dù Systé me, 
et je dénote cette sómmè par'la caractéristique S; si orn fait attén- 
tion que celte caractéristique est'indépendante, dela caractéristique d 
des différentielles relatives à £, on aura l'équation 
DISCXEZH Fh 4 ZE) Din) E LI it 

di: 

Ce DEP aine 
Ts s(a C a DE Dm 


LI 5 
+ Sa Sr TH?) Dan oi 


T Res teg kan dbdé Y+ dS Fe) Dm, 
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— SXD Ce 16 ete SA] 


Df. 
— SYD, E AE zne popi 7 7) 
à SD | Tr Ge ARE + +5) ES 


Dans cette équation ;, les termes qui contiennent des différences 
marquées par D sous le signe sommatoire, S. sont susceptibles de 
réductions analogues à celles des intégrations par parties, et dont 
nous avons donné le, type dans l'article.16:/,Pour, cela, consi- 
dérons en général un, terme queleonque.de:la. forme SXD(T DE), 
nous aurons, par les réductions de l'article cité,.en faisant atten- 
tion que les quantités X-et £.sont.nulles.jau :cormmencement et à 
la fin, des intégralions marquées par: (art: 24), 


SXD{VDE) = — SV DEDX = SE D(PDX). 
Or S82,D(7 DX) est la même, chose.que S£D(7.DX), en prenant 
à la place du terme £ D(7 DX) celui qui le précède, 
Donc en général on aura 
SXD(VDE) = SéD(FDX), 
et il en sera de même des, termes semblables, Ainsi équation pré- 
cédente deviendra de Ja forme 


dS(XE + Yn + aonn 
di, 


bk S (0 + (Ph (2) = 
dans laquelle’ les quantités désignées par (X), Y), 42 contien- 
dront les mêmes termes qui composent les seconds membres des 
équations de l'article 25, de manire que ces équations donneront 
(D = kXDm, 
(Y)= AY Dm; 
(Z) = 4ZDn, 
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d’où il suit que l'équation ei-dessus deviendra 
d.SCXE 4 Yn} ZE) Dm 
p t de 
H AS(XÉ + Ya + ZE) Dm = o, 
laquelle donne tout de suite pår-Pintégration 
SCXE Eni Ze) Dm =. Lsin(ty/k+à) ; 


L et À étant deux constantes arbitraires. 


28. Il est facile devoir, par la nature du calcul, que si on 
substitue dáns cette équation pour k une des racines de l'équation 
en k, que nous avons dénotées par K, k'y k”, etc.!(art. 25), on 
devra avoir un résultat identique ‘avec les expressions de £, 7, 
{ de l’article 26, de sorte qu’en substituant ces mêmes expres- 
sions dans léquation précédente , elle devra devenir absolument 
identique pour toutes les valeurs de k. 

“On aura donc ainsi l'équation identique 


XE(XE sin (ty k + £) 
S d+ YZ(YEsin(ty k + e)$ Dm = Lsin(tyk +A), 
+ ZZ(ZE sin (tyk + 6) 
pour chacune des valeurs K, k, kK, etc. de k; et comme cette 
identité doit avoir lieu indépendamment de la valeur de 4, il ne 
sera pas difficile de se convaincre que tous les termes qui con- 
tiendront le même arc tyk devront être identiques dans le pre- 
mier , et dans le second membre de l’équation; d’où il suit d’abord 
qu'on aura nécessairement A= € pour toutes les; valeurs de A 
et de €. 

Ensuite, si on fait attention à la valeur des signes sommatoires 
S et X, dont le premier, S, représente la somme des quantités 
sous le signe qui appartiennent à tous les corps du système, et 
que nous avons dénotées par des nombres placés en forme d'in- 
dices au bas des lettres (art, 24), et dont le second, Z, représente 
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la somme des quantités semblables qui répondent à toutes les racines 
K, k", k”, etc. AG, et que nous dénotons par des traits supérieurs 
(art. 25), on trouvera par la comparaison des termes affectés des 
mêmes sinus, l'équation 

ES(X + Y’ -+ Z’) Dm = L. 
Donc on aura en général, 


i L sin (tk 
E sin(ty k- £) = e EE 


et par conséquent, par l’article 27, 


g S(X y: Z^) D 
EVET e ADR» 


équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de 4. 


29. Soient maintenant, lorsque 4=0, £=a,n—8, (=y, 
et 5 =a, T = À, T = y; ces six quantités seront données par 
Pétat initial du système; si donc on les introduit dans l'équation 
précédente et dans sa différentielle relative à +, en y faisant ¿==0, 
on aura les valeurs suivantes des constantes ea 
S(Xa + Y8 + Zy)Dm 

S(X+F+Z:)Dm ? 


S (Xa+ Yê -+ Zy)Dm 
VA.SCX+P+Z)Dm 


E sine = 


E cose = 


Donc enfin, si on substitue ces valeurs dans les expressions de 
č, n, € de Particle 26, on aura 


ag XS (Xa + YL + Zy) Dm 
é = Er Zom SVR) 
XSL Ye + Z3) Dm 
SE SEP + Z29)0m Sin tVA ), 
y (YS Xe + YB + 7) Dm 
n= (7 SEP DR costy k) 


FS(Xa + YB + Z7) Dm . 
+ (sc 20m VA) 


+ 
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ZS(Xa + Y8 + Z>)Dm 
=z SORTE Zn. D cos tk) 


ZS (Xå + VE + Zÿ)Dm 
Es EP + Z:)Dm A0 143) 


Ces formules , remarquables par leur généralité autant que par 
leur simplicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont 
l'analyse serait fort difficile par d’autres méthodes: Nous-allons en 
faire l'application à deux problèmes déjà résolus dans différens ou- 
vrages, mais d’une manière plus ou moins incomplète. 


$ III, 


Où lon applique les formules précédentes aux vibrations d'une 
corde tendue et chargée de plusieurs corps , et aux oscillations 
d'un fil inextensible, chargé d’un nombre quelconque de poids, 
et suspendu par ses deux bouts ou par un seulement. 


50. Les expressions des variables £, n, € que nous venons de 
trouver, se simplifient beaucoup lorsque, dans les équations diffé- 
rentielles de l’article 21, les variables dont il s’agit se trouvent 
séparées. Alors les variables X, Y, Z se trouvent aussi séparées 
dans les équations aux différences finies de l’article 25; et chacune 
de ces équations donne, par le procédé de l'article 24, une équation 
particulière en X du degré m. Si on dénote par #, k1, k2 les valeurs des 
k qui répondent aux quantités X, Y, Z données par ces trois 
équations, et qu'on conserve les dénominations de l’article précé- 
dent, les expressions de £, n, € se réduiront, dans le cas présent, 
à celles-ci; 

XSX2Dm XSX4Dm 
b k ) 
Se Car cosik ) HE Gps. tV k), 


a SYEDm YSYËDm 
n=: 2 ne costy/ka) -H 5 (a Va sinzy/k1), 


in ZSZyDm ZSZy Dm 
E = Z (Gpn CS tyka) + CES VE sin#y/k2) 
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51. Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés 
placés en ligne droite. dans l’état d'équilibre ; car si on prend cette 
ligne pour l'axe des x, les,ordonnées à et c deviennent nulles, ainsi 


que leurs différences Db, De, et, les équations de condition de 
se 3 KALI dr1 Es 

l’article 20 exigent que lon ait D =0 FT =0; c’est-à-dire, que 

les forces perpendiculaires à laxe soient nulles. On aura donc 
< dT dTi er r . , x 

aussi: ggg = O> Jade — 0» etc., €t les équations de l’article 21 de- 


viendront, à cause de a =r, V0; c'—0, et de G=—F—F", 


ak DRE =D Fp)» 


FD 
T Dm — WAKO "y = 0, 


+ D D, (+ F= 0: 


Par conséquent les équations de Particle 25 se réduiront à celles-ci: 
| CET +2) = 0: 

kY Dm + D, (Sr) 0, 

KZDm + D, (45r) =°, 


dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de ma- 
nière qu’on peut les déterminer chacune en particulier. 

La constante indéterminée k pourra donc être différente dans ces 
trois équations, et chacune d'elles donnera une équation du 7°" degré 
pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les for- 
mules de Particle précédent. 


52. Puisqu’on a dans le cas dont il s’agit Db—0, Dc=o, on 
aura Df— Da (art. 19), et les équations de Péquilibre (art. 22) 


donneront F = De Dm LL 
Mais pour avoir la valeur de la quantité F" (art. 19), il faudra 
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connaître la valeur de Fen fonction de Df ou Da; et l'on en dé- 
duira, par la différentiation, la valeur de F” en fonction de Fs 
Si, par exemple, on suppose ®— X(D5s)", on aura F=X(Df)", 
et de à F=mK(Df) = mr. 
Dans le cas où l’on ferait abstraction de toute force étrangère, 
on aurait Ho, ce qui donne F= , et par conséquent F 


constante pour tous les corps. Mais la valeur de 7" pourra varier 
dun corps à Pautre, à moins que l'intervalle Da entre les corps 
consécutifs ne soit aussi le même pour tous les corps. Dans ce 
dernier cas, les quantités Æ et Æ” seront deux constantes qu’on 
pourra déterminer & posteriori, sans connaître la loi de la fonc- 
tion ©, 


Ce cas est celui d’un fil ou corde tendue, dont les deux extré- 
mités sont fixes, et qui est chargée d’un nombre quelconque de 
corps placés à distances égales entre eux; la quantité F exprime 
alors la tension de la corde ou le poids qui peut la produire; mais 
pour la quantité F’, on ne peut la déduire de Æ sans connaître 
Ja loi de lélasticité de la corde. 


Ce problème, qui est connu sous le nom de problème des cordes 
vibrantes, mérite un examen particulier, tant parce qu'il est sus- 
ceptible d’une solution générale, que parce qu’il est intimement lié 
avec le fameux problème des vibrations des cordes sonores, 


55. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est 
chargé, soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les inter- 
valles Df où Da qui les séparent dans létat d'équilibre soient aussi 
tous égaux. 


Comme z est le nombre des corps mobiles, si on désigne par A7 
la masse entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y 
comprenant la dernière, qui est supposée fixe, et par Z la lon- 
gueur de la corde dans létat d'équilibre, il est clair qu’on 

aura 
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aura Dm=, et Df=Daz= -z EE ; et les trois équations en 
X, Y, Z de l'article 51 deviendront 
IMK á 
me t DX = 0, 
Mk Sg 
GYF or) MDY = 0, 
Mk 
GYF + D, Z = 0; 


fesquelles étant semblables entre ‘elles, il suffira dè résoudre la 
premiere, et il wy aura plus qu'à changer F’ en F pour avoir aussi 
la résolution des deux autres. 


34, Soit r l’exposant ou l'indice du rang qu'un terme quelconque 
X tient dans la série des X; nous désignerons en général ce terme 
par X,, et le. terme précédent ;X sera X,,; ainsi la première 
équation sera 


MR 
3 GED À Si D' Xa F 


Supposons, pour résoudre cette équation, 
X, = Hsin (rọ +e), 
IT ete étant deux constantes arbitraires; on aura par les for- 
mules connues dela multiplication des angles, 
DX, = Xe aX, -H Xi = 4H sin (rpe) x (sin?) , 


et ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente, elle 
deviendra, après Ja division par X, 


IMk . ỌN’ 
mr vent), 


Vk = (n41) Vii xsin Ê 


Or on a (art. 24) les deux conditions- à rfétnblir X,=0, et 
X. = ő ; la première donne e=o; la secónde donne sin(x-11)9=0; 
goù Pon tire (n1) = př, w. étant l'angle. de 180°, et p un 

Méc. anal, Tome I. 49 


Jaquelle donus., 
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nombre quelconque entier, Donc on aura @ = Te par. COnSé+ 
quent en faisant, ce qui est permis, Æ/-=2,.on aura.en général 
X, =sinr = 

Et Pon aura la même expression pour Y, et pour Z,, qu’on substi- 
tuera à la place de X, Y, Z, dans les «expressions de £, n, € 
de l'article 5o. 

Lamême valeur de @ étant substituée dans DER de, yÆ 
trouyée ci-dessus, donne 


vk = (n+ 1) a x sin 3 


où l’on peut-mettre pour p tous-les nombres entiers depuis o jus- 
qu'à » inclusivement ; -car ore s R; donne -X, Ya Zb nuls, et 


au-dessus de 7}, les sinus de = mie Le S reviennent les mêmes. 


. Ainsi on aura autant de valeurs différentes, de $ qu'il y a de corps: 
mobiles ; ce seront les racines de l'équation en. 

En changeant F’ en F',-on.aura.Jes valeurs. des. racines ki et ha 
des deux autres équations en 4. 

On fera donc ces substitutions dans les formules générales de 
Partile 50, et Pon observera que la caractéristique sommatoire 15 
doit se rapporter uniquement aux éxposans où indices dé rang 7, 
depuis = 1 jusqu'à r= ny et: que la caractéristique , somima- 
toire Z doit se rapporter, aux indices p des différentes racines 
depuis p—1 jusqu'à p = 7. 

A l'égard de la valeur de SX'Dm = DmSX*, on aura, à cause 


de g==f", Ja sommation. süivhâte + HAT ES 


sing" .+ sin2g* -+ sin r zn etc. + nes 

1 n — + (cos 2p/+-c0s 40 + cos 69 +-etc.+ cos 27) 
gor S fcosdhormcog(n talg ie Ae onka 

= mea = (PRE TUE 3) = ar 


LE 2 


SX* 


it F 


i 


_ | —+- BIE zi py cê (1 —cos2g) ° és 
s ; 2 Í bi 1-1 FPE i 
On aura de mére BK SZ" = 1 + 


yu O UO 
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55. Comme les valeurs de Æ sont incommensurables entre elles, 
la corde ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins 
que les expressions de £, n, € ne se réduisent à un seul terme 
(art. 25). Dans ce cas, en mettant dans les formules de Particle 


cité, pour X, Y, Z et k, les valeurs qu'on vient de trouver, 
et faisant, pour abréger , 


on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l'angle @ à 
la place de sa valeur ets 

AR SE sinrp x Sin (xi sin É + e) ; 

= Esinrpxsin ( ht sin #4 e) > 

¢ = E sinr xsin ( ht sin Ê r e); 


mais il faudra que les valeurs initiales &, B, y, &, B, >, qui ré 
pondent à 4=—0, soient proportionnelles à sinrp. C’est la solution 


connue, dans laquelle on suppose que les corps ne font que des 
oscillations simples et isochronés. 


36. Pour avoir des expressions générales applicables à un état 
initial quelconque, il faut employer les formules de Particle 30, 
en y substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34). Nous ap- - 
pliquerons,. pour plus de clarté, aux variables E, n, € l'exposant 
ou indice r placé au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps 


` 


auguèl elles,se rapportent, et à l'égard des quantités æ, @, 75 


a, B, y et X, Y, Z, qui sont sous le signe sommatoire S, nous 
emploierons lexposant s au lieu de 7, parce que cet exposant est 
uniquement relatif au signe S, lequel indique qu'il faut prendre la 


somme de tous les termes qui répondent aux valeurs de S, depuis o 
jusqu'à z. 
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On aura ainsi cette formule générale 
Sa,sins® x COS (2 (a+ 1)A'e sin 2) 


fr" 2 ant? à sin( 2 (n+ 1)h'tsin z y 
FF JA Se sinsox :) 


2(n41) x" sin ? G 


et pour avoir les expressions de », et &,, il n’y aura qu'à changer 
K en h et æ, « en B, Bet en y, 7. 

Les variables £, représentent les excursions longitudinales des 
corps dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémi- 
tés fixes de la corde, et les variables »,, €, représentent leurs ex- 
cursions transversales ou latérales dans la direction perpendiculaire 
à l'axe, les seules qu’on ait considérées jusqu'ici, dans la solution 
du problème des cordes vibrantes. 

A l'égard du signe Z, on se souviendra qu'il exprime la somme 
de toutes les quantités, sous ce signe, qui répondent à CESR 
5, etc., z; d'où l’on voit que les excursions de chaque corps, tant 
longitudinales que transversales, seront composées en général 
d'autant excursions particulières analogues à celles de différens 


pendules dont les longueurs seraient SOECES. OÙ 
4(n +1)" (sin 7 ) 
5%, quil y a de corps mobiles, g étant la force de 
4(n+:1)h° (sin ?) 
la gravité, 


: Pour que les valeurs de 4 et % soient réelles, il faut que les 
AMIS F et A" suiént pasitives (art 5A); donc suivant lhypo- 


thèse de l’article 32, il faudra que lexposant zn soit positif, Si les 
corps se repoussaient, F serait une quantité négative, et il faudrait 
alors que l’exposant 72 fùt aussi négatif, et que, de plus, on eùt 
B=0o, B=0o, y—=0, y=0; pour rendre nulles les excursions 


transversales n et €. 
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87. Il y a une remarque importante à faire sur l'expression gé- 
nérale de £, que nous venons de trouver. Quoique nous ayons 
supposé que le nombre z des corps mobiles est donné, et que la 
corde, dont la longueur est: aussi donnée, est fixe par ses deux 
bouts, le calcul n’est pas arrêté par ces suppositions, et l'expres- 
sion dont il s’agit donne la valeur de £, pour tout corps placé sur 
la: même ligne droite dont. le rang serait exprimé par un nombre 
quelconque .r entier positif, ou négatif. 


En effet, puisque ce nombre r n'entre que dans le:sinr?, il est 
visible qu’on peut lui donner telle valeur que Pon veut, et on voit 


en même temps que, comme = , Cesinus ne changera pas 


de valeur si on y met aA(n+1)+r à la place de r, et deviendra 
simplement négatif si on y change r en 2A(zn +1) —r, À élant un 
nombre quelconque entier positif ou négatif. D'où il s’ensuit qu'en 
imaginant, suivant l'esprit du calcul, que la corde s’étende indé- 
finiment de part et d'autre, et qu’elle soit chargée, dans toute sa 
longueur, de corps égaux et placés à distances égales entre eux; 
les mouvemens de ces. corps seront tels, qu'on aura toujours 


Eon +1) ær = 6, 


Or il est facile de voir. que la formule 2A(n—+ 1)=Èr peut repré- 
senter tous les nombres entiers posilifs ou négatifs; en supposant 
r compris entre o et 2+1; car ayant un nombre entier quel- 
conque, si on le divise par 2(7+-1) jusqu'à ce qué le reste, positif ou 
négatif, soit moindre que n-}1, ce.qui est toujours possible, et 
qu'on prenne À pour le quotient et =r pour le reste, ce nombre 
sera représenté par 2A(7—1)=r. Ainsi la valeur de,£, relative à 
un corps quelconque placé sur la même lighe, à telle distance 
qu’on voudra de l’origine de l'axe Z, se réduira toujours à la valeur 
de £ pour un des corps placés sur cet axe. 


Comme la relation que nous venons de trouver entre les diffé- 
rentes valeurs de £ est générale, quel que soit le nombre z, si on 
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y met A(241)+7r à la place de 7; et go on prenne les signes in- 
p élle devient 


j 
x 


NA Den iea Eaha 
D'où il est facile de conclure que si Pon Haine toute la longueur 
indéfinie de la corde divisée en parties égales à l'axe Z de la corde 
donnée, lés valeurs de £, dañs Chacüne de ces parties, seront les 
mêmes, à égale distance des points de division, maïs de signes 
différens dans les parties contiguës. Si donc on représeñte les va- 
leurs de £ pour tous les corps placés surlaxe Z, par les ordonnées 
des angles d’un polygone décrit sur cet.axe, il n’y. aura qu’à transpor- 
ter ce polygone alternativement et symétriquement au-dessous et au- 
dessus de l'axe prolongé des deux côtés à l'infini, de manière que les 
côtés qui aboutissent aux points de division soient les mêmes, mais 
placés en sens contraire et dans la même direction; on aura ainsi à 
chaque instant les valeurs de £ pour tous les corps qu’on suppo- 
sera distribués sur la même ligne droite prolongée à linfini, par 
lés ordonnéés des anglés de ĉe polygone composé d’une infinité de 
branches. Cés valeurs Seront nulles dans chaque point de division, 
de sorte que les corps placés dans ces points seront d'eux-mêmes 
immobiles ; et c’est ainsi que le calcul satisfait à la condition , paye 
les deux outs de la Corde dónnée soient fixes. 


Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables ¢, 
. , > , é d. . r . 
a lieu, également; pour les différentielles a, car en, différentiant 


Le ` z AiP: 
Pexpression dé £, par rapport à z, on a une expréssion de + a 
laquelle on peut FRERE les Fes ana, 


dě 


gy u premier instant, et: qui sont arbitraires pour tous les corps 


placés sur l'axe Z, seront représentés par úne pareille construction 
dans létendue dela corde de longueur indéfinie. 
Comme les expressions des deux ‘autres variables n et € ne 
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diffèrent de celle de £: que par-les valeurs initiales fi, bet y; 
5, qui sont à la place de d, a, les mêmes résultats auront lieu 
aussi par rapport à ces autres variables. 


.58. On «gonclura donc en général, que si,;une,-corde: tendue, 
d’une longueur quelconque, est chargée de;;corps; égaux etiplacés 
à distances égales entre eux, et qu'ayant divisé cette corde-çen 
plusieurs parties égales, CAS chacune enire deux..corps, 
tous les Corps, à l'exception de ceux qui sont dans les points de 
division, soient ébranlés àfla-fois, de manière que l’ébranlément 
soit -le même , mais dans ai sens opposé; pour ceux, quissont: à 
distances égales de part et d'autre de chaque point dé-division; 
les corps placés dans ces points. de division demeureront immo- 
biles d’eux - mêmes pet-chaque partie- dela corde, aura le même 
mouvement que si elle était isolée, et que. ses deux extrémités 
fussent absolument: fixes: | \, x | 

Il résulte de là qu'une “corde tendue, de la longueur Z, fixe 
par ses deux extrémités, et Chargée d’un nombre z de corps, 
étant divisée en » parties égales, y étant un, diviseur, de 241, 
si l'état initial est tel, que les corps placés dans ~les;, points derdi- 
vision n'aient reçu aucun ébranlement, ét que ceux qui sont en- 
deçà.et en-delà d’un point -de division à «distances égales, aient reçu 
des ébranlemens égaux, mais en sens contraire, la corde .oscillera 
comme si les points de division étaient fixes et que la corde n’eût 
que la longueur £. VC +&. PRET 

di RE DE NES CALE € à À 

59.La séparation des variables dans las équativus sen: E, n, C, 
peut encore avoir lieu -sans-Supposer -que-les corps soient disposés 
en ligne, droite dans l’état d'équilibre, mais en supposant que leurs 
distances Mutuelles né varient’ pas dans le mouvement. Nous avons 
remarqué dähs l'article 14, que ce cas dépend des memes fétmulés 
générales, en y régardant la quantité ®', ‘et par conséquent aussi 
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Ja quantité Æ, comme indéterminées; et nous ayons vu dans Par- 
ticle 22, que Pon a alors l'équation de condition 


Di DE + D DIF pr D=o, 


laquelle’ fait disparaître, dahs lés équations te de l'article 21 ; 
tous les termes multipliés par G. 


En n'ayant égard qu'à la pésanteur des corps, et prenant l'axe 
des abscisses x et a, Vertical et dirigé de bas en haut, on aura 


ai égale à la force anco de Ja gravité, que nous désigne- 


rons par g, et de plus, 2 TE De 0, a ro et les équations de 


l'article cité deviendront 


dé D 

dit D()= Res 
d’ FD 

Te Dm — D, pr) = =,0; 
ALS py 
de D(F AE 


où les variables sont séparées, 
La valeur de F sera (art. 22) 


F = V(gSDm+ 4ÿ + BF O. 
Les équations en X, Y, Z deviendront dónc (art. 25) 


qui sont, comme Pon voit, tout-à-fait semblables entre elles; de 
sorte qu’on pourra supposer X= F= Z, parce que, les constantes 
arbitraires par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant être 

déterminées 
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déterminées par les mêmes conditions, deviendront aussi les mêmes. 
Ainsi les valeurs de £, n, € données par les formules générales de 
l'article 30, ne seront différentes que par les valeurs initiales æ, 


B,7,«, 8, y, qui peuvent être quelconques. 

Toute la difficulté se réduit donc à trouver l'expression générale 
de X; mais c’est à quoi on ne saurait parvenir par les méthodes 
connues. 


Ce cas est celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids 
et fixement arrêté dans ses deux extrémités. 


4o. Lorsque le fil n’est arrêté que par une de ses extrémités, 
qüe nous prendrons pour l'extrémité supérieure, le corps le plus bas 
devant être libre, il faudra, par Farticle 17, que la valeur de ® 
ou de F soit nulle à l'extrémité inférieure. Or en prenant cette 
extrémité pour l’origine des abscisses, que nous-supposons dirigées 
de bas en haut, et y faisant commencer la somme SDm, la valeur 
de F y sera nulle, pourvu qu'on ait Z=0, B=o, C—o. On 
aura ainsi F—=gSDm. 


dI dri dn A - 
Comme on a dans ce cas g = 8o 7 0, T =) les équa- 


tions de l’article :22 donneront Da Df, Db=0, De=o, Cest-à- 
dire que les ordonnées b, c seront constantes; de sorte qu’on 
aura, pour l’état d'équilibre, une ligne droite parallèle à Paxe 
vertical des. abscisses a. Ainsi on peut faire b=0, c—0o, en 
prenant pour laxe des à la verticale qu passe par le point de 
suspension du fil. 

Ce cas, qui est celui des oscillations très-petites d’un fil suspendu 
à un point fac, ct chargé d’un nombro queluuuque de poids, est 
aussi susceptible d'une solution générale lorsque les poids sont tous 
égaux entre eux, et placés à distances égales les uns des autres. 


41. Dans ce dernier cas, en nommant z le nombre des corps, 
M la somme de leurs masses Dm, et Z la longueur du fil, on a 
Méc, anal, Tome I. 5o 
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Dm=— M p= Da =! ; et si on nomme, de plus , r le nombre 


des ts „å commencer ha plus bas jusqwà celui auquel répondent: 


les variables £, #, ¢, on aura SDm= (r—1) Dm = IN ; et 
g(r—1)M 
n . 


L’équation en X de l'article 39 étant multipliée par y y devien- 


de là on aura F = 


dra , en mettant X, au lieu de X, et observant que ,X t Xi; 
et X, devient X,.,, 


iy KSEE =) = 0. 


savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caracté- 
ristique D, suivant la formule de Particle 16, 


E Xe (Xe X) te (rm a) Xe 2X, + Xi) = 0. 


Cette équation, à cause du coefficient variable r, ne peut 
pas être traitée comme celles qui donnent les suites récurrentes 
.ordinaires; mais on peut en déduire successivement les valeurs 
de X., Xs, etc. 

Pour cela, il n'y a qu'à la mettre sous cette forme, où 

lk i 


EAE E ES = X, 


7 
De là, en faisant successivement r= 1, 2, 5, etc., on aura 


X. = (1—/4)X,, 


RO pue X (a+), 
g= n 3 (+ x, 


Ge (ii + trs) 5o 


SECONDE PARTIE, SECTION VI. 595 
èt ainsi de suite; de sorte qu’on aura en général, 


X = ę se rh LT par. tot pit etc.) Ki 


L’extrémité süpérieare du fil devant être fixe, on peut supposer 


qu'elle réponde au corps dont le rang serait 7-1; ainsi il faudra 
que Pon ait Xr == 0, Cé qui donne l'équation suivante, en remet- 


2k 
tant pour: %.sa valeur Fi? 
Zp EDN Giek (n i) (nay PR 
TE 4:96 
laquelle sera, par rapport à #, du degré z, et donnera par cori- 


etc. = 0, 


séquent les z valeurs de X, que nous désionérons en général par A 


42, Il n’y aura donc qu’à substituer dans les formules de l’art. 30, 
Pexpression précédente de X, à la place de X, de F et de Z, et 


celle de 4® à Ja place dè k, et ensuite exécuter les sommations 
indiquées par les signes S et X. Mais il faut observer que dans le 
cas présent, où l’on suppôse Db =o, De—0 (art. 40), l'équation 
de condition de l'article 39 donné D£—0o, et par conséquent 
& = à une constante pour tous les corps, mais qui peut être uné 
fonction de z; donc on aura pour le commiencementdu mouve- 


ment, æ et œ égales à des constantes; or le premier corps étant 


Supposé fixe, les valeurs initiales « et æ sont nulles pour cé corps; 
donc elles seront aussi -nulles pour tous les autres. Par conséquent 
l'expression générale de la variable £ deviendra nulle, Cela a lieu 
en négligeant, comme nous l'avons fait, les carrés et les puissances 
supérieures des-variables &, n,.{-supposées très-pelites. En effet, 
l'équation Ds = Df de l’article 19 donne, à cause de Ds= D 
+Dy’+-Dz* et de Db=0, De=0, Da*—(Da+-DE)+Dr+Dé, 
d’où . l’on tire 
Di HDE i 


PAT er 
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de sorte que les variables # seront du second ordre par rapport 


àn et 6. 
Désignons maintenant par ®r cette fonction de rs 


(e) 4 © yat (PA 
1— (ri) x À + OT x (CE) 


55 
aff DCRDCD x 76) + etc.; 
et mettons dans l'expression générale dé la variable n de l'article 30, 
à limitation de ce que nous avons fait dans l’article 56, », au lieu 
de n, et dr au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe S; 
mais dans ceux qui sont sous ce signe, nous changerons 7 en s, 
et nous/mettrons B,,: b, au lieu de ĝ et B. On aura ainsi, pour 
un corps quelconque dont le rang est r en montant, 


1, = È nn cos £ vP) 


Ni P 40), 
Sos)’. VA 

où le signe S exprime la somme des termes qui répondent à 
s= 1, 2, 5, etc., 7, et le signe Z représente la somme des termes 
qui répondent à p=1, 2, 3, etc., z, eh supposant que 4%, k, 
ŁO etc., 4% soient les racines de l'équation en L, représentée 


pan TASE 
On aura une expression tout-à-fait semblable pour la variable &,, 


en changeant simplement B,, B, en y, 7 
Le problème des oscillations. infiniment petites d’un fil chargé 
d'un-nor»bre quelconque de poids égaux, est. donc complètement 


résolu ; il né reste quà déterminer les racines de l'équation en 40), 
ce qui ne parait pas possible en général. 


43. Au reste, quoiqu'on ne puisse pas déterminer ces racines, 
on peut néanmoins être assuré qu’elles doivent être toutes réelles , 
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positives et inégales; autrement les valeurs de £, n, € contien- 
draient des termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce 
qui ne peut être, puisqu'il est évident, par la nature du problème, 
que les oscillations du fil doivent toujours être de peu détendue, 
si les valeurs initiales de £, n, € sont très-petites. 

Le contraire aurait lieu si on supposait la quantité g, qui ex- 
prime la gravité, négative, c’est-à-dire, agissant en sens opposé ; 
car ce serait le cas où le point de suspension du fil vertical étant 
placé à son extrémité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu'il 
fût déplacé de la situation verticale. En effet, en faisant g négative 
dans l’équation en k, tous ses termes deviennent positifs, de sorte 
qu’elle ne peut avoir que des racines imaginaires ou réelles négatives. 

On peut aussi trouver ces résultats & priori, par les principes 
établis dans l’article 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de 
ces principes. En effet, si on a égard à la condition de l'inexten- 
sibilité du fil, laquelle donne (art. précéd.), en prenant les sommes 
comptées du corps le plus bas, 

D: +D 
g = E, née PE E ? 
la valeur de 7 sera simplement Sf1Dm, et Pon aura I—gr—ga-Hg% 

Mais puisque le corps le plus haut qui répond à +1 est sup- 

posé fixe, la valeur de £ y devra être nulle; ainsi on aura 
Dn? a 
& = (s 2e ); 

en supposant, que la somme renfermée entre deux crochets soit la 
somme totale. Donc on aura 

reins Prig BR: 2 
où le signe S dénote les sommes prises à rebours, à commencer 
par le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme 
totale, et des sommes partielles dénotées par S, lesquelles doivent 
commencer, au corps le plus bas, où est l’origine des abscisses. 


‘398 MÉCANIQUE ANALYTIQUE: 
On aura donc ainsi 


V = gSaDm +gSDms" PME, 


où Pon voit que la partie de 7° qui contient les secondes dimen- 
sions des variables n et €, qui sont maintenant indépendantes, 
est nécessairement toujours positive, et que. par conséquent les 
racines de l'équation en + seront toutes réelles, positives et inégales. 
Ce serait le contraire si on donnait à g une valeur négative. 


$ IV. 


Sur les vibrations des cordes sonores , regardées comme des cordes 
tendues , chargées d’une infinité de petits poids infiniment proches 
l’un de Pautre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires. 


44. La solution générale que nous avons donnée du problème 
des cordes vibrantes a lieu quel que soit le nombre 7 des corps 
mobiles, et quel que soit aussi leur état initial; par conséquent elle 
doit s'appliquer aussi au cas où le nombre z deviendrait infiniment 
grand, et les intervalles entre les corps diminueraient à linfini, de 
manière que la longueur de.la corde restât la même; alors le mou- 
vement de chaque corps se trouvera représenté par une série 
infinie de termes dont la somme sera équivalente à une fonction finie, 
différente de celle de chacun de sés termes, Ce cas est celui d’une 
corde sonore uniformément épaisse; et on a coutume de le résoudre 
diréctement par le calcul différentiel; cependant il peut être inté- 
ressant pour lanalyse de faire voir comment on peut le déduire de 


la solution ponérala . surtout parce que de-cette manière on sera 
assuré d’avoir une solution applicable à quelque figure que la corde 


puisse avoir au commencement de son mouvement. 


45. Nous remarquerons. d’abord qu’en supposant z infini, la va-: 
leur de yk (art. 34) devient V Expr , parce que la dernière 
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CT à PT È J x 
limite de 2(74-1) sin - mpy et PT; de sorte que les racines de lé 


quation en # qui étaient toutes incommensurables entre elles, 
tant que le nombre 7 des corps mobiles était fini, deviennent 
toutes commensurables lorsque z est infini, ayant pour commune 


F’ 3 Sorgh F 
mesure æ V. i dans les excursions longitudinales £, et% m 


dans les excursions transversales # et ¢; d’où il suit que la corde 
reprendra toujours sa première figure par rapport à l'axe, au bout 


li . A t . e’ 
Qun temps =2 y. ad , quel que puisse être son état initial. 


Il est vrai que le nombre p pouvant aussi devenir infini, il y 
Lr 
MED 7 
mais comme cela ne peut avoir lieu qu'après un nombre infini de 
termes dans les séries infinies marquées par €, il s’ensuit de la 
théorie connue de ces séries, que ces cas particuliers ne sont 
point une exception au résultat général. 
On peut d’ailleurs s'en convaincre directement ; car dans Je cas 
de n infini, les différences finies marquées par D deviennent in- 
finiment petites; ainsi l'équation en X de l’article 35 devient, en 


aurait des cas où l’on ne pourrait plus supposer 2(7--1 )sin 


l 
changeant D en d, et mettant pour 71 sa valeur Ta 


Mk dX pr- 
Er A F a = 0, 


laquelle étant intégrée donne 


As Hsin (a Vi +) 


Il faut que X suit nul loroque uu, ut lorsque a= /, parce que 
les deux extrémités de la corde sont fixes; la première condition 


donne e=0 , et la seconde donne iy A = pr, d’où Pon tire 
F" 
Vk = pr v mz» Comme plus haut. 


On n’a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne 
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toujours à son premier état, de supposer qu’elle ne fasse que des 
oscillations simples et semblables à celles d’un pendule, comme dans 
Particle 55; car quel que soit son état initial, on est assuré que ses 
vibrations seront toujours isochrones entre elles, et sinchrones à 


celles d’un pendule simple de longueur =% ; mais la loi de ces 


vibrations sera différente de celle des vibrations des pendules, et 
dépéndra de l’état initial de la corde. 

Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les ex- 
pressions générales de £, n, € dans le cas de z infini; C'est ce 
que nous allons examiner, 


46. Faisons dans la formule générale de Particle 36 les substi- 


tutions de RTE à la place de g et de à la place de sin f, en 


a(n E ) 
supposant z infini; et au lieu des exposans où indices r et s qui 
dénotent le rang des corps auxquels appartiennent les variables & 
et a, employons, ce qui est plus simple, les parties mêmes de 
Faxe ou les abscisses qui répondent à ces corps, en dénotant par 


x l'abscisse relative à £, et par a l’abscisse relative à æ et à a. 
Comme la ere totale de la corde est supposée égale à Z, on 


= 7 ) ne =; zp nti = + et la formule dont il s’agit 
donnera cette expression er des excursions longitudinales £, 


aura 


(p) si h't 
£= 25 sin = X (4® cos(pæ#'t) + AP ere 
en faisant 
AY. A su CH 2 Day, ] 
A9 = s (sin x me ; 


Le signe X dénote ici une suite infinie de termes qui répondent 
à p=1, 2, 5, etc. à l'infini; et le signe S dénote d’autres suites 
infinies 


SECONDE PARTIE, SECTION VI. 4ox 


infinies de termes qui répondent à toutes les valeurs de a, Da, 
2Da, 5Da, etc. à l'infini, à cause de Da infiniment petit. 
On aura de pareilles expressions pour les excursions transver- 


sales n et €, en changeant %' en 4 et æ, « en B, B, eten y, y- 

47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du problème 
des cordes vibrantes, donnée par Taylor, était parvenu à une for- 
mule semblable à la précédente, mais dans laquelle les coefliciens 


40 étaient nuls, et les coefliciens A® dénotaient simplement des 
constantes arbitraires dépendantes de la figure initiale de la corde 
(Mém. de Berlin, 1755); et il avait cru pouvoir expliquer, par les 
différens termes de sa formule, les sons harmoniques qu’une corde 
sonore fait entendre, avec le son principal. Notre formule dans 
laquelle ces coefficiens sont exprimés par les valeurs initiales æ, 


æ, nous met en état d'apprécier cette explication, qui a été adop- 
tée par plusieurs autres auteurs après lui. 

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde, 
sera donné par le premier ou les deux premiers termes de la sé- 
rie qui répondent à p—1, et que les sons harmoniques successifs, 
c’est-à-dire, l’octave, la douzième, la double octave, la dix-sep- 
tième, etc., seront données par les termes suivans qui répondent 
à p— 0, 5, 4, 5, etc. Donc pour que le son principal domine 
parmi tous les autres, et qu'il n’y ait que les premiers des harmo- 
niques qui se fassent entendre en même temps, il faut supposer 


que les coefficiens 4°, (2 soient beaucoup plus grands que tous 
les autres pris ensemble, et que les coefliciens suivans : 
P , q 


A®, A9, AS) ec., 240, 4°, AM, etc, 


forment des séries extrêmement convergentes. Mais par la manière 

dont ces coefficiens dépendent des valeurs initiales æ et æ, on voit 

que cette supposition est inadmissible, en regardant l’état initial de la 
Méc. anal. Tome I. Sı 
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corde comme arbitraire; on voit même que dans la plupart des cas, 
ces coefficiens formeront des séries divergentes, ce qui n’empéchera 
pas que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d’égale 
durée , seule condition nécessaire pour la formation d’un ton. 


48. Quoique les formules de l'article 46 donnent rigoureusement 
le mouvement de la corde au bout d'un temps quelconque #, les 
séries infinies qui entrent dans ces formules empêchent néanmoins 
qu’elles ne représentent ce mouvement d’une manière nette et sen- 
sible; mais en envisageant sous un autre point de vue la formule 


générale de Particle 56, on peut en tirer une construction simple 
et uniforme pour déterminer l’état de la corde à chaque instant, 
quel que puisse être son état initial. 

Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante, 


ce qui est permis- à cause de l'indépendance des signes somma- 


toires S et =, 
RP > LEE T? sins x cos (atr+14 tsin 9] 


sin (are sin ) 


(n41) sin E 


asin sin r@ 


+ Sa, ap Sins? X 


Nous tirerons d’abord de cette formule une conséquence qui 
nous sera fort utile. Comme on a supposé que æ est la valeur ini- 
tiale de £ (art. 29), il faut qu’en faisant ż =o dans l'expression pré- 
cédente de £, elle se réduise à «,, et qu'on ait par conséquent 


cette équation identique, 
2 sin ee 


mN A — 


Il est évident que le second se de cette équation ne peut 
se réduire à «,, à moins que l’on pait en général 


— sin s®. 


28inr@ A 


se 


ns® = 0, 
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tant que s est différent de r; et que, lorsque s=r, on ait 


2sinr@ 
z ——— Pr D sinr = 


ọ étant =, et le signe 5 étant rapporté aux valeurs succes- 
n41? 8 PP 


sives 1, 2, 5, etc. zn de p; ce qui donne une série formée des 


produits de sinus d’angles multiples de 7 


Tet dont la 


PS 
n+i ni ? 
somme devra être toujours nulle dans le premier cas, et égale à 1 
dans le second. C’est aussi ce qu’on peut démontrer directement 
par les formules connues, pour la sommation de ces sortes de 
suites. 

Dans ces formules, r et s sont supposés des nombres quel- 
conques entiers compris entre o et 7-1; mais à cause de 
9 = mn , p étant aussi un nombre entier, si on met 2A(n+1)ÆEr 
à la place de r, À étant un nombre quelconque entier positif ou 


négatif, on aura sin (2A(n1) + 7)? =Æ sin r@:; par conséquent 
on aura en général 


5 (EGLISE sin(2a(n+-1) + zr) o 


nt t sinso) = 1 ou —=0, 


selon que s sera ==r ou non. 

La formule 2A(7+1)Ær peut représenter tous les nombres 
entiers positifs ou négatifs, comme nous l'avons vu dans l’art. 37; 
ainsi ayant un nombre quelconque entier N, on peut faire 
N=32A(n+1)Æ r, ce qui donnera r=Æ(N—əa\(n+1)), et 
lon aura en général, quel que soit: N, 


5 sin Nọ X ain sg; | +: où =0, 
n +1 


selon que s sera =+(N—2Aà(n+1ı)) ou non, s etant un 
nombre entier entre o et 71. 


49. Cela posé, comme l'expression de £, est composée de deux 
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parties, dont la première contient les valeurs initiales æ de la va” 
riable £, et dont la seconde contient les valeurs initales & des 
différentielles de nous considérerons ces deux parties séparément, 
et nous désignerons la première par £, et la seconde par £”,, de 
manière que lon ait £, —£, Hé". 

En supposant 7 UE l'angle p= - devient infiniment pe- 
tit, et sin ? se réduit à ? (art. 46). as cette substitution dans 


l'expression de £’,, on aura (art: 48) 


E’, = Sa, 2 —— sin rọ sin sẹ cos (n 1)419 ; 


Er 
et développant le produit sinrp x cos(n+-1)#49, 


C2 = 3 (Seetu t)@ sins® ), 


sin (r — (n41) .: 

Comme z est supposé un nombre infiniment grand, on pourra 
toujours regarder comme un nombre entier le nombre (r+-1)#4, 
quel que puisse être le nombre exprimé par #7. 

Ainsi en faisant dans la dernière formule de Particle précédent , 
N = r -}- (n+41)#t, on aura 

Sa, (EL EN sin se) = id, 
où e (r+ (n1) kt — 2A(n+ 1 )); 


et faisant N =r—n#t, on aura pareillement 
SD (QT 12% re eree E 
Sa, £ TRE TT Sin sg) caisi 32y 
où s ee (r—(n+i)¥'t — 2N(n+- 1)); 


à et N étant des nombres entiers quelconques, ou zéro. 
Donc réunissant ces deux valeurs, on aura simplement 
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où les signes ambigus de «, et de ay répondent à ceux des va- 
leurs de s et de s’, 


5o. Mais à la place des exposans ou indices r et s qui dé- 
notent le rang des corps auxquels appartiennent les variables £ et 
a, il est plus commode d'employer les parties mêmes de la corde 
comprises entre la première extrémité fixe et ces mêmes corps. 

Désignons, comme dans l’article 46, par x la partie de l'axe où 
labscisse qui répond à £, et par a celle qui répond à æ; la lon- 


gueur de la corde étant Z, on aura et de 


Ve D S EEES 
ni L? npa L? 
Mémo e ce qui donne 
g nı L? q 


i)x 
r == CPE , 


— (r+i)a e mn 
Be e DIS DARE E, 


et à la place de £’,, à,, ay, on pourra écrire simplement £% 
ss Aai 
Substituant ces valeurs de r, s, s dans les valeurs de s et st 
de l'article précédent , multipliant par Z, et divisant n-}1 , on aura 
a = =Œ (x+lht—on), 
d = + (x—lkt—= Ù), 
bae 2(Hua,Ha,),: 
les signes ambigus de a, et ay répondant à cèux de à et de a’; 
et on déterminera ces signes; ainsi que les valeurs. de a et de a’, 
par la condition que ces valeurs soient positives et moindres que Z, 


51. Représentons par 4 et 4’ les valeurs de a, et ces, enr 
sorte que lonrait eu gui al, 


hate 
a a T 


Donc 1°. si x-+1{X2 estentre o et Z, on prendra a = xt JE 
E | 
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2°. Si x- I't est entre Z et 2l, on prendra a=—(x+1#"t—21) 
et A = — da 


5°. Si x-+-1%t est entre 27 et 57, on prendra a=x+4-/h't—21 
et A = 4- a Et ainsi de suite, 

De même, 1°. si x—/#t est entre Z'et o, on prendra 
a = x — lht et A= de 

2°, Si x—/#t est entre o et —}, on prendra a= — (x—1h'i) 
et L = — d&r. 

5°. Si s—l%'t est entre —Z et —27, on prendra a =x—1ht+# 21 
et d'— as Et ainsi de suite. 


On voit que ces différens cas se réduisent à déterminer les abs- 
cisses æ ou a’, en ajoutant ou en retranchant de l’abscisse x la 
ligne /X't, de: manière que lorsqu’elle passera Pune ou Pautre ex- 
trémité de l'axe Z, elle soit repliée en arrière et comme réfléchie 
par des obstacles placés à ces deux extrémités, et à prendre Por- 
donnée correspondante +, ou æy positive, si le nombre des ré- 
flexions est pair, ou négative, si ce nombre est impair. 


52, Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des æ 
sur le même axe Z prolongé des deux côtés, de manière qu’on ait 
directement les ordonnées æ, et ay qui répondent aux abscisses 
x lht et x— We. 


Pour cela, ayant décrit sur laxe Z le polygone d’une infinité de 
côtés, ou la courbe dont les coordonnées sont æ., pour une abs- 
cisse quelconque x, et qui sera donnée par les valeurs initiales des 
excursions £, de tous les points de la corde; il n’y aura qu'à trans- 
porter cette même courbe alternativement au-dessous et au-dessus 
du même axe prolongé indéfiniment des deux côtés, de manière 
qu’il en résulte une courbe continue formée de branches égales s - 
tuées symétriquement autour de l'axe et se joignant par les mêmes 
extrémités, dans laquelle les ordonnées prises à distances égales 


_ 
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de part ef d'autre de chacune des deux extrémités de l'axe }, soient 


toujours égales entre elles et de signe contraire, 

En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux 
abscisses «744 et x—1Wt, on aura les valeurs de < et de 4’, 
et la variable £’, sera RSS au bout d’un temps quelconque #, 
par la formule 


ES = i(dzpi + Qir). 


On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de Ia 
courbe qui représente les valeurs de «, de ce que nous ayons 
démontré en général dans l'article 37, en supposant que la corde, 
-au lieu d’être terminée aux deux points fixes, s’étende de part et 
d'autre à l'infini; le polygone que nous avons imaginé dans cet 
article deviendra ici une courbe continue, laquelle étant appliquée 
au premier instant du mouvement, sera la courbe des valeurs de æ 


prolongée à l'infini. 


53. Considérons maintenant la seconde partie de £,, que nous 
désignons par £",, et qui est représentée par la formule (art. 46) 


sin ( o(n+)h'tsin ‘) 


a(n+1)h'ein È 


EN IS >| id sin sø x 


IL faut commencer par la délivrer du dénominateur sin :, pour 


la rendre semblable à celle de £’, et susceptible des mêmes ré- 
ductions. 


Pour cela, je prends Ia différence D.£”,, et comme l’exposant z“ 
pentre que dansesinrp,. il oufire -d'afoewr-ce sinus de la carac< 


téristique D. 
Or, par les théorèmes connus, on a 


D .sin rọ = sin(r+1)9 —sinr® = 2sin e cos (7° + + )®. 
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Substituant donc cette valeur dans l'expression de D£",, on aura 


D.Ë", = OTOR S45 CRE Æ sin sp sin (ati tsin? 2) | 


Faisant, pour le cas de z infini, sin ? =. re ous le 
produit cos(r+2)p x sin(n1)#19, on aura 
, sin(r+(n+i)ht+3)9 )9 

Dé, = CFE Sa PE PET CT EOE EU Et sin sọ 
sin(r—(n+i)ht+3)e.; 

ee Sa À n +1 
Cette expression de D£”, est composée de deux parties semblables 
à celles de £’, (art. 49); on peut donc y appliquer les mêmes rai- 

sonnemens, et la ramener à une construction semblable. 
Ayant donc tracé sur laxe Z le polygone d’une infinité de côtés, 
ou la courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient 


sin s®. 


d., et qui sera donnée par les vitesses initiales &, on là trans- 
portera alternativement au-dessous et au-dessus du même axe pro- 
longé indéfiniment des deux côtés, de manière que lon ait une 
courbe continue semblable à celle de Particle précédent. Alors en 


l > L . 
mettant zz ou z à la place de z +1, et négligeant comme nul le 


l 
Di 
terme — ai D vis-à-vis de x, on trouvera 

Dx . . 
DE" z = IX CAN arre sok) 


et passant des différences aux sommes, 


2e = AC Ses CET) | Dx. 


54, Ces sommes ou ces ltégrales 1cprésentent, comme lon 


voit, des aires de la courbe dont les ordonnées sont a; etil 
faut que ces aires ne commencent qu'aux points où x=0, et où 
les abscisses sont Z%’t et —/h't; mais il est plus commode de les 


faire commencer a l'origine commune des abscisses, qui est Pex- 
trémilé 
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trémité äntérieure de l'axe Z. Pour cela il faudra retrancher de l'aire 
qui commence à ce point, et qui répond à labscisse x + 744, l'aire 
qui répond à labscisse 744, pour que l'aire restante ne commence 
qu'au point où x—0o;et quant à Paire qui répondra à Pabscisse 


` 


x— lht, il faudra y ajouter Paire relative à — Z%'t, pour en rap- 
porter le commencement au même point de l’origine des abscisses. 


Dénotons en, général par (/adx); toute aire qui commence à 
cette origine et qui répond à une abscisse quelconque x; d’après 
ce que nous venons de dire, on aura, dans l'expression de£”,, 

Stay w Da == (Jàda)zq w or) (Jadx)nw , 
Ses wi Da = (fadx)s_ur + (Jadx) wi 


On substituera donc ces valeurs, et on remarquera ‘qu’on a 
en général 


(Jadx)wi + (Jadx) == 0, 


puisque par la nature de la courbe des æ, les ordonnées qui ré- 
pondent à des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi 
égales et de signe différent; de sorte qu'on a constamment 


Awi + y, = O. 
Donc on aura simplement (art. précéd.) 


1 d F . 
ê'e FE alh ((Jåda)a + w ve (Jads)s wi). 
55. Donc enfin réunissant les valeurs de #’, et de £’,, on aura 
celte expression générale de £., au bout d’un temps quelconque t, 
: 
Es = g (Gs+us + tizm) 
1 4 È ' 
+ gp (Udrheant — (àdi)szw): 


On aura des expressions semblables pour les variables ns, €, en: 
Mec. anal. Tom, I. 52 
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. 7 D 
changeant seulement # en % et æ, « en B, B et y, y, et en 
supposant qu'on ait tracé de la même manière les courbes corres- 


pondantes aux valeurs initiales 8, 8 èt y, y. 

Ayant ainsi les excursions longitudinales £, et les excursions la- 
térales #., €, de chaque point de la corde qui répond à l’abscisse x 
prise dans l'axe, on connaîtra l’état de la corde au bout d’un temps 
quelconque # écoulé depuis le commencement du mouvement, et 


comme les valeurs initiales &, B, y, ainsi que 4, È, y, sont ab- 
solùment arbitraires, on voit que rien ne pourra limiter cette so- 
lution, tant que les courbes formées d’après ces valeurs auront 
une courbure continue et ne formeront point dangles finis, ce qui 
produirait des sauts dans les expressions des vitesses et des forces 
accélératrices. 

On a supposé (art. 55) % = v En == \ is 1 étant la lon- 
gueur de la corde, et 77 la masse de tous les poids dont elle est 
chargée (art. 53); ainsi A7 sera la masse ou le poids de toute la 
corde qui est supposée uniformément épaisse; de sorte que si 
on nomme P sa pesanteur spécifique qui dépend de la densité 
et de la grosseur, on aura M= IP ; par conséquent on aura 


EE TE aa Viakd F" 
r= VP K= p 


À l'égard des quantités F et Æ”, nous ayons vu-qué ce sont deux 
constantes, dont Pune, F', exprime la tension de la corde, et est 
par conséquent proportionnelle au poids qui la tend; mais 7” dé- 
pend de la loi de cette tension, relativement à l'extension de Ja 
corde (ar. 52) : 


56. Pour peu qu’on examine la nature des courbes qui repré- 


sentent les valeurs de « et &, il est facile de voir que les or- 
données éloignées entre elles de l'intervalle 27, seront toujours 
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égalés et de même signe, et que les aires qui se terminéront à ces 
ordonnées seront aussi égales entre elles, parce que toute aire 
qui répond à un intervalle 27, pris dans un endroit quelconque de 
l'axe prolongé à linfini, est toujours nulle, étant composée de deux 
parties égales entre elles, mais de signe contraire. 

Il suit de là que la valeur de £, demeurera la même si on aug- 
mente le temps # de la quantité 5 ou d’un multiple quelconque de 


celte quantité; donc les excursions longitudinales de la corde re- 
viendront les mêmes au bout d'un intervalle de temps égal à 


5 , OÙ 27 v. £s c’est la durée des vibrations longitudinales. 


Il en sera de même des valeurs de n, et de £,, en changeant X 
en 2, c’est-à-dire Z” en F; ainsi la durée des vibrations transver- 


P 
sales sera 27 v 7 


Tous les Auteurs qui ont traité jusqu’à présent des vibrations 
des cordes sonores, n’ont considéré que les vibrations transyer- 
sales, et ils ont trouvé pour leur durée la même formule que nous 
venons de donner. 


A l'égard des vibrations longitudinales, M. Chladni est le seul, 
que je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité 
d’Acoustique ($45.); il donne le moyen de les produire sur une 
corde de violon, et il remarque que le ton ‘qu'elles rendent n’est 
pas le même que celui des oscillations transversales, d’où il suit 
que Æ est différent de F; par conséquent, dans l'hypothèse très- 
vraisemblable que la force élastique par laquelle chaque élément de 
la corde résiste à être alongée, ou tend à se raccourcir, soit pro- 
portionnelle à a puissance» de cer élément, c’est-à-dire qu’on ait 
ð= K(Ds)” (art. 14), il faudra que m soit différent de l'unité 
(art. 52); et si, comme M. Chladni paraît l'insinuer, le ton longitu- 
dinal est toujours plus élevé que le transversal, il faudra que 
F >F, et par conséquent m > 1. 
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57. Nous avons vu.(art. 56) qu'une corde tendue, de la lon- 
gueur 2 et chargée de z corps, peut se mouvoir comme si elle 


wayait qu'une longueur a y étant un diviseur de n-}1. Lors- 


que n est un nombre infini, » peut être un nombre entier quel- 
conque ; ainsi une corde sonore de la longueur Z pourra osciller 


EUZ Jil; 
comme une corde dont la longueur serait =, , c'est-à-dire , une 


partie aliquote de Z, et la durée de ses oscillations se réduira alors 
, ol 


. . . . ` l P 
AL = v 5 pour les oscillations longitudinales, et à = v z pour les, 


y 


oscillations transversales. 


, En effet, si les valeurs initiales et arbitraires æ et a sont telles, 
que les courbes ou les lieux de ces valeurs sur laxe Z, coupent 
cet axe en deux ou en » parties égales, et que les branches qui 
répondent à ces parties soient les mêmes, mais ‘situées alternati- 
vement au-dessus et au-dessous de l'axe, de manière qu’à distances 
égales de part et autre de chacun de ces points d’intersection ; 
les ordonnées soient égales et de signe contraire; ces courbes étant 
ensuite prolongées à linfini, suivant la construction de l’article 49, 
auront la même forme que si elles proyenaient d’une corde dont 


la longueur ne serait que : , et l'expression générale de £, (art. 52) 


fait voir que les valeurs de £ qui répondent aux points d’intersection 
sont toujours nulles, de sorte que la corde, dans ses oscillations 
longitudinales , se partagera d'elle-même en autant de parties égales, 
qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient fixes. 

Il en séra de même par rapport aux oscillations transversales 
représentées par les variables n et &. | 


58. Commie le ton que donne une corde sonore ne dépend que 
de la durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une même 
corde tendue , est proportionnelle à sa longueur, il s’ensuit qu’une 
corde, en se partageant ainsi d'elle-même en parties aliquotes, 
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rendra des tons qui seront au ton principal, dans lequel l'oscillation 
est entière; comme les fractions qui expriment ces parties sont à 
Vunité. Ainsi, si la corde se partage ‘en deux; trois, quatre , etc: 
parties égales, ces tonsseront exprimés par les fractions +, 3, 4, 
5» etc., et seront par conséquent à: loctave, à la douzième, à 
la double octave, à la dix-septième, etc. du ton fondamental. 

On appelle ces tons qu’une même corde peut donner d’elle-même, 
tons harmoniques ; et on: sait qu’on peut les produire à volonté, 
en touchant légérement la corde pendant sa vibration , dans un 
des points de division qu’on nomme nœuds de vibration , d’après 
Sauveur, qui.a expliqué le premier, par ces nœuds, les sons har- 
moniques de la trompette marine et des autres instrumens,. dans 
les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1701. Wallis les avait 
déjà observés, dans les cordes qui sont à l'octave, à la douzième, 
à la double octave, etc., au-dessous d’une autre corde qu’on fait 
résonner, et qui frémissent en se divisant naturellement.en deux, 
trois, quatre, etc. parties égales, dont chacune donnerait le même 
ton que la corde qu'on fait résonner. Voyez le chapitre 107 de 
son Algèbre. 


5g. La théorie et l'expérience sont bien d'accord sur la produc- 
tion des sons harmoniques; mais il n’est pas aussi facile de rendre 
raison de ce qu'on appelle, d’après Rameau qui en a fait la base 
de son système, la résonnance du corps sonore, et qui consiste 
dans la réunion des sons harmoniques avec le son principal de 
toute corde. qu'on fait résonner d’une manière :quélconque. 

Si ces sons harmoniques sont eneffet produits par la même corde; 
en même temps que le: son principal, il faut supposer que la corde 
fait à-la-fois des vibrations enuéres-et des vibrations partielles, et 
que ses vibrations effectives! sont composées de ces différentes 
vibrations, comme tout mouvement peut être composé ou regardé 
comme composé de plusieurs autres mouvemens. 

Nous ayons déjà vu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer 
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d’une manière plausible la coexistence des sons harmoniques, par 
la formule de Daniel Bernoulli; on peut ajouter que les séries qui 
pourraient donner ;ces différens sons: disparaissent de la formule, 
lorsqu'on suppose le nombre des: corps infini, et qu'il en résulte 
pour chaque point de la corde, une loi d’isochronisme simple et 
uniforme , qui dépend immédiatement et simplement de l'état ini- 
tial; comme nous venons. de le démontrer. 


Aureste, si on voulait à toute force expliquer la résonnance mul- 
tiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la 
figuré initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes 
superposées l’une à l'autre, de manière que l’une serve d’axe à la 
suivante, ét dont là prémière ne forme qu’une branche dans toute 
Pétendue de la corde; la seconde forme deux ‘branches égales ct 
placées symétriquement , qui divisent l'axe en deux parties égales; 
la troisième forme trois branches égales qui divisent Paxe en trois 
parties égales, et ainsi de suite. 


Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme 
composées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, 
et de vibrations qui ne répondent qu’à la moitié de la corde, au tiers, 
au quart, etc. Mais cette composition de courbes et de vibrations 
n'étant qu'hypothétique, les conséquences qu'on pourrait en dé- 
duire, relativement à la coexistence des sons armonios seraient 
tout-à-fait précaires, 


60. Revenons à la formule générale trouvée dans Particle 55. 
Comme les quantités &,4,w, et gyw, sont les coordonnées d’une 
courbe donnée, qui répondent aux abscisses wlt et «tht, 
on peut les représenter par des fonctions de ces abscisses, de la 
même forme. Ainsi en désignant par la caractéristique F une fonc- 
tion indéterminée, on aura 


tsp wi = F (xlt), Qiwi = F (x lt). 
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Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la carac- 
téristique f, on pourra faire 


(Jada)s ymi = EFIK), (Jadr)u = (We). 


Ainsi l'expression de £, (art. 55) pourra se mettre sous cette 
P EP. 


forme 
2 FC + UM) F(x ht) 
A VS Donne 
E(x + ht) — E(x — the) 
t alh’ EEN. 
dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques E 
et f sont arbitraires, puisqu'elles RO de Pétat initial de: la 
corde. 
On peut mème réduire cette expression à une forme plus simple, 
ï lh'i 
en observant que Pe 4- gara 
qu’une fonction de x-4+-7%4t qu’on peut marquer par la caractéris- 


A F(x—lht) ` Ela ht) PAA PER 
tique D, et que — A — >p ne représente aussi qu'une 


ne représente proprement 


seule fonction de x —Z7%t, mais différente de la précédente, et 
qu’on peut marquer par une autre caractéristique #. 

De cette manière, l'expression générale de £ deviendra sim- 
plement í 


E = D(x HIK F Ea KÀ. 


G1. On peut parvenir directement à cette expression par l’équa- 
tion différentielle qui détermine la variable £ (art. 31). Cette équa- 
tion, en faisant CALE et 7" constant, comme dans l'article 52, 
et changeant la caractéristique 2 des différences -finies dans Ja ea- 
ractéristique Z des différences infiniment petites, devient 


SE am — ra(% eo 
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` | AA 
Si maintenant on fait df=dx, dm = D: ti. = m 

cette équation devient 


dE 
De VOOR re 
laquelle est aux différences partielles du second òrdre, entre les 


trois variables £, x et ż, et qui a pour intégrale complète 
E = O(s It) + Y(x— in), 


les signes ® et * dénotant deux fonctions arbitraires comme ci- 
dessus: Hno 

£i Cés fonctions doivent être déterminées par l'état initial, de la 
corde, et par les conditions que ses deux bouts soient fixes, Si 


on les décompose en deux autres fonctions marquées parles signes 


en «à mes Le + 
Fret fettellesqued=; + 75 et E= g —:77, de maniere que 


f 


Ponait. cl DIAE i 
pis F(x=1h'1) BEM) 


f(x) = Ex TRE) 
SP CPS Le Tor he 


comme nous l'avons déduit de notre construction; la première con- 
ge j di rt 
dition donnera, en, faisant t= 0y. É= Fra et A mfr= ce; 


d'où l’on tire fx = /#dx; ainsi on a tout de suite les valeurs des 


fonctions Fæ ét fx dans toute l'étendue Z de la corde ; par le 


=DHp9 909 DA ‘| pi 
moyen des valeurs initiales x et «. 


Les conditions de fimmacbilité as extrémités de la corde donnent 
g= o lorsque #—0o et lorsque s=}, quelle que soit la valeur 
de ż. En assujétissant séparément, ce qui est permis, à ces deux 
conditions, les deux fonctions F et f, on a pour la première 


F(=) = = FK); © FUN) = F(U à), 
el 
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et pour Ja seconde 
F(= Ki) = fA, (HU) = fli), 
ce qui donne par la différentiation 
— P(t) =P), PIi) = — f—K À, 
où Pon voit que les conditions de la fonction f’ sont les mêmes que 
celles de la fonction F. 

Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions Ée, fa pour 
les abscisses x négatives ou plus grandes que Z, d'après les valeurs 
de ces fonctions pour les abscisses comprises entre o et Z; et il 
est facile de voir qu'il en résulte les constructions données es les 
articles 52 et 55. 

Si au lieu des excursions longitudinales £ , on loonsiátei les excur- 


sions transversales n ou £, on a la même équation différentielle, 
et par conséquent aussi la même intégrale et les mêmes cons+ 


tructions, en changeant seulement 4’ en 4, et &, æ en B, B ou 
en y, y- 

Ces constructions sont semblables à, celle quEuler-avait donnée 
pour déterminer la:figure de la corde dans un instant, quelconque; 
d’après sa figure initiale, en: faisant abstraction des, vitesses. impri- 
mées au commencement du mouvement. Mais il faut remarquer que 
comme elles ne-sont fondées ici que:sur:les fonctions. qui repré- 
sentent les-intégrales des équations aux différences partielles, elles 
ne peuvent avoir plus étendue que ne comporte la nature des 
Fonctions, soit algébriques où transcendantes, Or l'équation diffé- 
rentielle étant lamême pour:tous les points! de la corde et PPT tous 
les instans de:son mouvement, la relation, qu’elle re 
régner constamment ct uniformément entre les, variables, quelque 


étendue qu’on leur donne ; par. conséquent , quoique les Soon 

arbitraires soient en desde d'une forme indéterminée, néan- 

moins lorsque cette forme est donnée dans une certaine étendue 

par état initial de la corde, il est naturel d'en conclure qu'elle doit 
Déc. anal, Tome T. Sa: 
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demeurer la même dans toute l'étendue de la fonction, et qu’il n’est 
pas permis de la changer pour la plier aux conditions qui dépendent 
de l’immobilité supposée des extrémités de la corde, 

Aussi d’Alembert, à qui on doit la découverte de cette inté- 
grale en, fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construc- 
tion qui en résulte n’est légitime que lorsque la courbe initiale est 
telle, qu'elle ait par sa nature, des branches alternatives égales et 
sibe toutes renfermées dans une même équation, pour que 
ja même: whérioh puisse représenter cette courbe ayec toutes ses 
branches à l'infini. Euler, au contraire, en adoptant la solution 
analytique de d'Alembert, a cru qu'il suffisait de transporter la 
éourbé initiale altérnativernént au-dessus où au-dessous de l'axe à 
l'infini, pour en former une courbe continue, sans s’'embarrasser 
si sés différentes branches pouvaient être liées par une même équa- 
tion, et assujéties à la loi de continuité des fonctions analÿtiques. 
VE les Mémoires de Berlin de 1747, 1748, et les tomes I et 
IV des Opusculés de d'Alembert. 


632 'Cómme“lés formules qui donnent le mouvement d’une corde 
tendue et chargée d’un nombre indéfini de corps égaux, ne sont 
sujéttes à aucune difficulté, parce que le mouvement dé chaque 
corps est déterminé paruhe équation particulière , il est évident que 
si on peut appliquer ces mêmes formules au mouvement d’une corde 
uniformément épaisse, en supposant le nombre des corps infini, et 
leurs distances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour 
les vibrations de la corde, séra éntièrement indépendante de son 
état initial} ét si cette loi se trouve lamême quetcelle qui se dé- 
duit de la cunsidération des fonctions ‘arbitraires: il sera prouvé 
que ces fonctions peuvent être d’une forme quelconque, continue 
òu discontinue, pourvu qu elles représentent létat initial de la 
corde, C’est ainsi que'je démontrai, dans lé premier volume des 
Mémoires de Turin, la construction d’Eulér, qui m'était encore 


fondée que sur des preuves insuffisantes. L'analyse que jy employai 
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est, à quelques simplifications‘ près que j'y ai apportées depuis, 
la même que je viens de donner, et j'ai cru qu'elle ne Serait:pas 
déplacée dans ce Traité, parce qu’elle conduit directement à la 
solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes de la 
Mécanique. i 

La généralité des fonctions arbitraires et leur indépendance de 
la loi de continuité, étant démontrées pour l'intégrale de Yegua- 
tion relative aux yibrations des cordes sonores, on est fondé à 
admettre ces fonctions, de. la même manière, dans les intégrales 
des autres équations aux différences partielles; j'ai même -fait voir, 
dans le second volume des Mémoires cités, comment on, pouvait 
intégrer plusieurs de ces équations, sans la considération des fonc- 
tions arbitraires, et parvenir Aux mêmes solutions que Éon trou- 
verait par le moyen de ces fonctions, envisagées dans toute leur 
étendue. 

Maintenant le principe de la discontinuité des fonctions est reçu 
généralement pour les intégrales de toutes: les équations aux difé- 
rences partielles ; et les constructions que M. Monge a données 
d'un grand nombre de ces équations, jointes à sa théorie de la 
génération des surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent 
plus aucune incertitude sur l'emploi des fonctions discontinues dans 
les problèmes qui dépendent des équations de ce genre, : 


65. C’est une chose digne de remarque, que la même formule 
E = Q(x +) + Fam ki), 
qui satisfait à l'équation en différences partielles; 


En A DE 


di © das TO» 


satisfait aussi à la mêmé équation en is ne finies , Qu'on peut 
représenter par 
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pourvu. qu’on y supposé De = #Dt, et Dt constant. En effet on 
a, en ne faisant varier que Lx 


D Dsk = Da + Da ki) — 2D (x H ki) He D Dax + ti, 
et en ne faisant varier que let, 
D 2x4) = Da ht DE) — 20 (x + k) + D(x+kt—KDi), 


expressions qui deviennent égales en faisant Dx= 4Dt; et on 
trouvera la même chose pour la fonction Y(x—#t). 

Dans l'infiniment petit, la condition dx= kdt disparait, et Vin- 
tégrale a! toujours lieu; la raison en est qu’alors lexpression 


2 


TE qui paraît représenter la différence seconde de £, divisée par 


Je carré de la différence de 4, n’est plus qu’un symbole qui exprime 
une fonction simple de £ dérivée de la fonetion primitive £ et diffé- 
rente de cette fonction, laquelle est tout-à-fait indépendante de la 


valeur de dż. Il en est de même de l'expression sag par rapport 


à x; Cest dans ce changement de fonctions que consiste réellement 
le passage du fini à l'infiniment petit et l'essence du calcul diffé- 
rentiel. 


64. J'ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans 
plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'in- 
terpolation qui résulte des formules de Particle 48. 

Nous avons vu que la formule 


UT. 2 (sn z) 8 sin n (2T) xa) 


devient égale à a, lorsque r= 1, 2, 5, etc., 7. Donc si on a une 
suite de quantités &,, æ,, «3, etc., «,, dont le nombre soit z, on 
pourra représenter par la formule précédente un terme quelconque 
intermédiaire dont le rang serait marqué par un nombre quel- 
conque r entier ou fractionnaire , puisqu’en faisant successi- 
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Vement r = 1, 2, 3, etc., z, la formule donne «,, ds, 
As, CIC., Qr 

Le signe S indique la somme de tous les termes qui répondent 
à s = 1, 2, 5, etc. », et le signe X la somme de tous les termes 
qui répondent à p=1, 2, 5, etc., n, la quantité w étant l'angle 
de deux droits. | 

Supposons qu'il ny ait qu'un terme æ, donné, on fera n= 1, 
s=1,p=1, ct lon aura pour l'expression générale de «,, 


._ r 
l, = LA sin TaT O 
2 


Soit n= 2, et les deux termes donnés «,, &,, on fera s= 1, 2, 
p = 1, 2, et l’on aura 


a, = 5 (4 sin t7 + 4" sin 2I A 
en supposant 


, > r .»._ ar 
A = a sin z -+ æ sin 3? 


A = a sin Z z + a, sin f, 


Soit n=5, et les termes donnés &,, «,, &s, on fera s=1, 
2, 3, et p=1,,2, 3, on aura 
Zro 


EEE o A a d ra "sin 2/7 
a, = 2 (4 sin — + £ sin -+ A" sin 7 


où les coefficiens 4’, 4", 4”, sont déterminés par ces formules 
D asin — —- a, Sin — assin 7 z ; 


A asing =- asin & — asin +, 


A= asin + a sin $ + asin h7 
et ainsi de suite. 
Dans la méthode ordinaire d’interpolation, on suppose qu’on 
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fasse passer par les extrémités des ordonnées qui représentent 
les termes donnés , une courbe parabolique de la forme 


y = a+ bx + cx’ + cx? + etc. 
Dans la méthode précédente, au lieu d’une courbe parabolique, 


on suppose une courbe de la forme 


y = Asin (=) + d'sin E5) + 4° sin (= + ete., 


PE 
et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable, 
comme plus conforme à la nature de la question. 


FIN DU TOME PREMIER, 


ERRAT A: 


15, au lieu de cinqnième, lisez sixième. 
5, au lieu de d.Stidm = o, lisez d.Sridm + ad .Sdm = o 
4, à compter d'en bas, au lieu de àU , lisez U 
10, au lieu de antérieures, lisez extérieures 
6, au lieu de art. 58, lisez art. 6o 
10, au lieu de d'a, du, dv, lisez dl, dm, òn 
, au lieu de fonctions, lisez forces 
n 1 
2 
15, au lieu de dans les valeurs de s, s’, lisez dans Jes formules 


6, au lieu de 1, lisez 
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